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摘要:讨论一类新的广义不变凸多目标规划问题的最优性条件和相应的对偶条件。借助Clarke次微分引入一类新的广

义凸函数即广义(G-V,ρ)不变凸函数,研究对应不可微多目标规划问题和G-Mond-Weir对偶问题。得到了对应不可微多

目标规划问题的最优性条件和G-Mond-Weir对偶问题的弱对偶、强对偶及严格逆对偶条件。对广义(G-V,ρ)不变凸函数

的研究丰富了多目标规划的内容,对于后续问题在相关领域的研究具有重要意义。
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多目标规划作为最优化理论研究的一个重要分支,是指同时含有多个目标函数的最优化问题;在通常情况

下,这些目标能够互相影响。多目标规划在诸如工业生产、博弈论、交通运输等众多领域都有着广泛的应用,受
到了学者们的广泛关注。多目标规划问题主要在凸性的假设下进行求解,但在实际问题中,目标函数和约束函

数却不一定是凸函数,所以如何进一步推广凸性是多目标规划研究中的一个热点问题。

1998年,Kuk等人[1]提出了向量值V-ρ不变凸函数的概念,且证明了一类多目标规划问题的K-K-T充分最

优性定理以及对偶定理。2009年,Antczak[2]引入了不可微V-ρ不变凸函数的概念,并证明了一类局部Lipschitz
非凸不可微向量优化问题的最优性条件。后来,Antczak在文献[3]中引入了标量可微的G-凸函数,以此作为对

文献[4]中不变凸定义的推广。随后,Antczak[5-6]将G-不变凸函数的定义推广到可微向量值情形,并给出了对应

多目标规划问题的最优性条件。2012年,Peng等人[7]定义了半-G-预不变凸函数,作为半预不变凸函数和G-预
不变凸函数的推广,并给出了半严格G-预不变凸函数的相关性质和相应的最优性条件。随后,彭再云等人[8]主

要研究了半严格-B,G-半预不变凸函数的性质与应用,通过所举例子来说明半严格-B,G-半预不变凸函数的存

在性并得出相应最优性结果。2015年,彭再云等人[9]又给出了一类半严格-G,E-半预不变凸函数的定义,建立

了半严格-G,E-半预不变凸多目标规划的 Wolfe型对偶,得出了它的弱对偶、强对偶及逆对偶定理。基于此,彭
再云等人[10]还探究了半严格-G,E-半预不变凸函数在无约束和有约束非线性规划问题中的应用,获得了一系列

最优性结论。2016年,Antczak[11]引入了一类新的非可微G-V 不变凸函数,并给出了一类非可微多目标规划的

最优性条件及它的对偶条件。2020年,李向有等人[12]定义了(G-V,ρ)不变凸函数,并且推广了不可微多目标规

划问题的对偶理论。此外,2006年Yuan等人[13]给出了(C,α,ρ,d)函数的定义,随后 Mishra等人[14-15]引入了广

义(C,α,ρ,d)函数,并研究了非可微半无限多目标规划的对偶问题。2019年,王雪峰等人[16]定义了(V,η)-I 型

对称不变凸函数,并提出了若干个对偶问题。2021年,苏紫洋等人[17]引入了一类带有支撑函数的广义型凸函

数,并得出了一类多目标规划的最优性结果。有关向量值函数的广义凸性研究近些年来还得出了其他一些结

论,参见文献[18-22]。
受文献[12,17]启发,本文提出一类新的广义(G-V,ρ)不变凸函数,并对相应多目标规划问题以及对偶问题

进行了研究,得到了相应的最优性条件和对偶结果。

1 预备知识

设Rn 是n 维欧氏空间,对任何x=(x1,x2,…,xn)T,y=(y1,y2,…,yn)T 定义:1)
 

x=y⇔xi=yi,i=1,
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2,…,n;2)
 

x>y⇔xi>yi,i=1,2,…,n;3)
 

x≧y⇔xi≧yi,i=1,…,n;4)
 

x≥y⇔x≧y 且x≠y。
本文考虑如下多目标规划问题(MVP):

min
 

f(x)=(f1(x)+s(x C1),…,fk(x)+s(x Ck)),

s.t.
 

(g1(x)+s(x D1),…,gm(x)+s(x Dm))≦0,

x∈X。
其中:X 为Rn 上的非空开集,fi:X→R,i∈K={1,…,k},gj:X→R,j∈M={1,…,m},fi(x)和gj(x)均为X
上的局部Lipschitz函数,Ci,Dj,i∈K,j∈M 是Rn 中的紧凸集。

设X0={x∈X gj(x)+s(x Dj)≦0,j∈M}为问题(MVP)的可行集。
令J(x0)={j∈M:gj(x0)+s(x0 Dj)=0},其中s(x Ci)和s(x Dj)表示在X 上的支撑函数,它们的定

义为:s(x Ci)=max{<wi,x>wi∈Ci,i∈K},s(x Dj)=max{<vj,x>vj∈Dj,j∈M}。
定义1[18] 设x∈Rn,若存在一个正数 K 和x 的邻域N(x),对任意y,z∈N(x),使得 f(y)-f(z)≤

K y-z ,则称实值函数f:Rn→R在x 处是局部Lipschitz的。
定义2[18] 设X 是Rn 中的开集,函数f:X→R在x∈X 上是局部Lipschitz连续的,若

lim
y→x
t↓0

 

sup
f(y+td)-f(y)

t

存在,则称此极限为函数f 在x 处沿方向d 的Clarke广义方向导数,记作:

fo(x;d)=lim
y→x
t↓0

 

sup
f(y+td)-f(y)

t
。

并记f 在x 处的Clarke广义次微分为∂f(x)={η∈Rn fo(x;d)≥<η,d>,d∈Rn}。
定义3[19] (弱有效解)设x∈X0,如果不存在x∈X0 使得f(x)+s(x Ci)<f(x)+s(x Ci),则称x 为问

题(MVP)的弱有效解。
设X⊂Rn,u∈X,令f=(f1,f2,…,fk):X→Rk,Ifi

(X),i∈K 表示fi 的值域。下面给出广义(G-V,ρ)
不变凸函数的定义。

定义4 设f=(f1,…,fk):X→Rk,i∈K,fi 是定义在X 上的局部Lipschitz连续函数。如果存在函数

Gf=(Gf1
,…,Gfk

):R→Rk,且每个Gfi
:Ifi
(X)→R,i∈K 都是严格单调递增的可微实值函数,向量值函数α=

(αf1
,…,αfk

):X×X→Rk,αi:X×X→R++,i∈K,η:X×X→Rn 和常数ρi∈R+,∀x∈X,∀ξi∈∂fi(u),u∈
X,i∈K 满足关系式:

Gfi
(fi(x)+xTwi)-Gfi

(fi(u)+uTwi)≧αi(x,u)G'fi
(fi(u)+uTwi)<ξi+wi,η(x,u)>+ρi x-u 2,

则称fi(x)+xTwi 为在u 处的广义(G-V,ρ)不变凸函数。

定义5 设f=(f1,…,fk):X→Rk,i∈K,fi 是定义在X 上的局部Lipschitz连续函数。如果存在函数

Gf=(Gf1
,…,Gfk

):R→Rk,且每个Gfi
:Ifi
(X)→R,i∈K 都是严格单调递增的可微实值函数,向量值函数α=

(αf1
,…,αfk

):X×X→Rk,αi:X×X→R++,i∈K,η:X×X→Rn 和常数ρi∈R+,∀x∈X,∀ξi∈∂fi(u),u∈
X,i∈K 满足关系式:

Gfi
(fi(x)+xTwi)-Gfi

(fi(u)+uTwi)>αi(x,u)G'fi
(fi(u)+uTwi)<ξi+wi,η(x,u)>+ρi x-u 2,

则称fi(x)+xTwi 为在u 处的广义严格(G-V,ρ)不变凸函数。

定义6 设f=(f1,…,fk):X→Rk,i∈K,fi 是定义在X 上的局部Lipschitz连续函数。如果存在函数

Gf=(Gf1
,…,Gfk

):R→Rk,且每个Gfi
:Ifi
(X)→R,i∈K 都是严格单调递增的可微实值函数,向量值函数α=

(αf1
,…,αfk

):X×X→Rk,αi:X×X→R++,i∈K,η:X×X→Rn 和常数ρi∈R+,∀x∈X,∀ξi∈∂fi(u),u∈
X,i∈K 满足关系式:

Gfi
(fi(x)+xTwi)-Gfi

(fi(u)+uTwi)≦0⇒αi(x,u)G'fi
(fi(u)+uTwi)<ξi+wi,η(x,u)>+ρi x-u 2<0,

则称fi(x)+xTwi 为在u 处的广义严格(G-V,ρ)不变拟凸函数。

定义7 设f=(f1,…,fk):X→Rk,i∈K,fi 是定义在X 上的局部Lipschitz连续函数。如果存在函数

Gf=(Gf1
,…,Gfk

):R→Rk,且每个Gfi
:Ifi
(X)→R,i∈K 都是严格单调递增的可微实值函数,向量值函数α=
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(αf1
,…,αfk

):X×X→Rk,αi:X×X→R++,i∈K,η:X×X→Rn 和常数ρi∈R+,∀x∈X,∀ξi∈∂fi(u),u∈
X,i∈K 满足关系式:

αi(x,u)G'fi
(fi(u)+uTwi)<ξi+wi,η(x,u)>+ρi x-u 2≧0⇒Gfi

(fi(x)+xTwi)-Gfi
(fi(u)+uTwi)>0,

则称fi(x)+xTwi 为在u 处的广义严格(G-V,ρ)不变伪凸函数。
注1 当wi=0,则广义(G-V,ρ)不变凸函数退化为(G-V,ρ)不变凸函数。
注2 当ρi=0,wi=0,则广义(G-V,ρ)不变凸函数退化为G-V 不变凸函数。

例1 当X=R时,设f(x)= x ,x∈ -
3
2
,1
2  ,取Gf(t)=2t,αf(x,u)=1,η(x,u)=x2,ρ=1,w=

-
1
2

时,由次微分的定义得到∂f(0)={ξ x ≥ξx}=[-1,1]。

分情况讨论,当u=0,0≤x<
1
2

时,Gf(f(x)+xTw)-Gf(f(u)+uTw)=2 x -
1
2x  =x;当u=0,

-
3
2<x≤0

时,Gf(f(x)+xTw)-Gf(f(u)+uTw)=2 x -
1
2x  =-3x。而

α(x,u)G'f(f(u)+uTw)<ξ+w,η(x,u)>+ρ x-u 2=2ξ-
1
2  x2+x2=2ξx2,

均满足:

Gf(f(x)+xTw)-Gf(f(u)+uTw)≧α(x,u)G'f(f(u)+uTw)<ξ+w,η(x,u)>+ρ x-u 2,
所以f(x)+xTw 在u=0处是广义(G-V,ρ)不变凸的。

命题1[18] 设函数f:Rn→R 在x∈Rn 处是局部Lipschitz连续的且在x 处达到(局部)最小值,则0∈
∂f(x)。

命题2[18] 设函数fi:Rn→R,i∈I={1,…,k}在x∈Rn 处是局部Lipschitz连续的,则函数f(x)∶=
max

i=1,…,k
fi(x)也是在x 处局部Lipschitz连续的,且∂f(x)⊂conv{∂fi(x):i∈I(x)},其中I(x)∶={i∈I:f(x)=

fi(x)}。
命题3[18] 设函数h=(h1,…,hm):Rn→Rm 在x∈Rn 处是局部Lipschitz连续的,g:Rm→R在h(x)∈Rm

处是局部Lipschitz连续的,则复合函数f=g􀳱h:Rn→R 在x 处也是局部 Lipschitz连续的,且∂f(x)⊂

conv∑
m

i=1
αiξi ξi∈∂hi(x),α∈∂g(h(x))  。

2 最优性条件

首先给出弱有效解的必要条件。
定理1 (必要条件)设x 是问题(MVP)的弱有效解,并且假设存在严格单调递增的可微实值函数Gfi

,i∈

K 和Ggj
,j∈M,Ggj

(0)=0,j∈M 且s(x Ci)=xTwi,s(x Dj)=xTvj,则存在λ∈Rk 和μ∈Rm 使得:

0∈∑
k

i=1
λiG'fi

(fi(x)+xTwi)(∂fi(x)+wi)+∑
m

j=1
μjG'gj

(gj(x)+xTvj)(∂gj(x)+vj), (1)

μj(gj(x)+xTvj)=0, (2)

λ≥0,μ≧0。
证明 设x 是问题(MVP)的弱有效解,定义如下函数:

H(x)=max{Gfi
(fi(x)+s(x Ci))-Gfi

(fi(x)+s(x Ci)),Ggj
(gj(x)+s(x Dj)):i∈K,j∈M}。(3)

先证明 H(x)≧0。若不然,则存在x~∈X 使得:

H(x~)<0。 (4)
由式(3)可知:

Ggj
(gj(x

~)+s(x~|Dj))<0,j∈M。

据假设Ggj
(0)=0,j∈J,则Ggj

(gj(x
~)+s(x~|Dj))<Ggj

(0),利用Ggj
的严格单调性,得到:

(gj(x
~)+s(x~|Dj))<0,j∈M,
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这表明x~ 是问题(MVP)的可行解。根据式(4)可得:

Gfi
(fi(x~)+s(x~ Ci))<Gfi

(fi(x)+s(x Ci)),i∈K,
从而有:

fi(x~)+s(x~ Ci)<fi(x)+s(x Ci),i∈K。
这与x 是问题(MVP)的弱有效解矛盾,故 H(x)≧0。由于x 也是(MVP)的可行解,则gj(x)+s(x Dj)≦0,

j∈M,又因Ggj
(0)=0,j∈M 且Ggj

,j∈M 严格单调递增,则有:

Ggj
(gj(x)+s(x Dj))<Ggj

(0)=0,j∈M。
再次根据式(3),得 H(x)=0,则H(x)在x 处取得最小值,故0∈∂H(x)。利用命题2,可得H(x)在x 处是局部

Lipschitz连续的,再根据命题3,有:

∂(Gfi
(fi(x)+s(x Ci))-Gfi

(fi(x)+s(x Ci)))=∂(Gfi
(fi(x)+s(x Ci)))⊂

G'fi
(fi(x)+s(x Ci))(∂fi(x)+∂s(x Ci)),i∈K, (5)

∂(Ggj
(gj(x)+s(x Dj)))⊂G'gj

(gj(x)+s(x Dj))(∂gj(x)+∂s(x Dj)),j∈M。 (6)
设JH(x)={j∈M|Ggj

(gj(x)+s(x Dj))=0},根据文献[22],由于∂s(x Ci)={wi∈Ci <wi,x>=
 

s(x Ci)},因此有:

∂s(x Ci)={wi∈Ci <wi,x>=s(x Ci)},∂s(x Dj)={vj∈Dj <vj,x>=s(x Dj)}。
再通过命题2和式(5)、(6)可得:

0∈conv{G'fi
(fi(x)+xTwi)(∂fi(x)+wi),G'gj

(gj(x)+xTvj)(∂gj(x)+vj):i∈K,j∈JH(x)}。
当j∉JH(x)时,令μj=0,可知式(1)成立。对于j∈JH(x),则gj(x)+s(x Dj)=0,可知式(2)成立。如果

j∉JH(x),则gj(x)+s(x Dj)<0,令μj=0,式(2)亦成立。 证毕

下面给出弱有效解的充分条件。
定理2 假设x0∈X 是问题(MVP)的可行解,若满足:

1)
 

(fi(x)+xTwi,gj(x)+xTvj)在x0∈X 处是广义(G-V,ρ)不变凸的。

2)
 

存在(λ1,λ2,…,λk)≥0,(μ1,μ2,…,μm)≧0,使下列条件成立:

a)
 

0∈∑
k

i=1
λiG'fi

(fi(x0)+xT
0wi)(∂fi(x0)+wi)+∑

m

j=1
μjG'gj

(gj(x0)+xT
0vj)(∂gj(x0)+vj);

b)
 

μj(gj(x0)+xT
0vj)=0;

c)
 

s(x0 Ci)=xT
0wi,wi∈Ci,i∈K,s(x0 Dj)=xT

0vj,vj∈Dj,j∈M。
则x0 是问题(MVP)的弱有效解。

证明 反证法。如果x0 不是问题(MVP)的弱有效解,则存在x∈X 使得:

fi(x)+s(x Ci)<fi(x0)+s(x0 Ci),
则有:

fi(x)+xTwi≦fi(x)+s(x Ci)<fi(x0)+s(x0 Ci)=fi(x0)+xT
0wi。

由于Gfi
严格单调递增,则有:

Gfi
(fi(x)+xTwi)<Gfi

(fi(x0)+xT
0wi)。

根据fi(x)+xTwi 在x0∈X 处是广义(G-V,ρ)不变凸的,可以得到:

Gfi
(fi(x)+xTwi)-Gfi

(fi(x0)+xT
0wi)≧αi(x,x0)G'fi

(fi(x0)+xT
0wi)<ξi+wi,η(x,x0)>+ρi x-x0

2,
在上式中,令x=x,可知:

αi(x,x0)G'fi
(fi(x0)+xT

0wi)<ξi+wi,η(x,x0)>+ρi x-x0
2<0。

由于αi(x,x0)>0,则有:

G'fi
(fi(x0)+xT

0wi)<ξi+wi,η(x,x0)>+
ρi x-x0

2

αi(x,x0)
<0。

上式两边同时乘以Lagrange乘子λi 并求和后可得:

∑
k

i=1
λiG'fi

(fi(x0)+xT
0wi)<ξi+wi,η(x,x0)><-∑

k

i=1

λiρi x-x0
2

αi(x,x0)
。 (7)
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已知gj(x)+xTvj 在x0∈X 处是广义(G-V,ρ)不变凸的,根据定义4,则存在βj:X×X→R++,j∈M,常数ρj∈
R+,∀ζj∈∂gj(x0),并得到:

Ggj
(gj(x)+xTvj)-Ggj

(gj(x0)+xT
0vj)≧βj(x,x0)G'gj

(gj(x0)+xT
0vj)<ζj+vj,η(x,x0)>+ρj x-x0

2,

当j∈J(x0)时,gj(x0)+xT
0vj=0且Ggj

(0)=0,故Ggj
(gj(x0)+xT

0vj)=0,又因为x∈X 为问题(MVP)的可行

解,所以gj(x)+xTvj≦0。由于Ggj
是严格单调递增的,得到Ggj

(gj(x)+xTvj)<0,于是有:

βj(x,x0)G'gj
(gj(x0)+xT

0vj)<ζj+vj,η(x,x0)>+ρj x-x0
2≦0,

而βj(x,x0)>0,所以有:

G'gj
(gj(x0)+xT

0vj)<ζj+vj,η(x,x0)>+
ρj x-x0

2

βj(x,x0)
≦0。

当j∉J(x0)时,μj=0。综合以上2种情形,上式两边同时乘以Lagrange乘子μj 并求和后可得:

∑
m

j=1
μjG'gj

(gj(x0)+xT
0vj)<ζj +vj,η(x,x0)>≦-∑

m

j=1

μjρj x-x0
2

βj(x,x0)
。 (8)

将式(7)和式(8)相加,有:

∑
k

i=1
λiG'fi

(fi(x0)+xT
0wi)<ξi+wi,η(x,x0)>+∑

m

j=1
μjG'gj

(gj(x0)+xT
0vj)<ζj +vj,η(x,x0)><

-∑
k

i=1

λiρi x-x0
2

αi(x,x0)
-∑

m

j=1

μjρj x-x0
2

βj(x,x0)
≦0,

这与定理2中条件2)下的条件a)矛盾,故定理2成立。 证毕

将定理2中广义(G-V,ρ)不变凸性减弱为广义(G-V,ρ)不变拟凸性,可得对应弱有效解的充分条件。
定理3 假设x0∈X 是问题(MVP)的可行解,若满足:

1)
 

(fi(x)+xTwi,gj(x)+xTvj)在x0∈X 处是广义严格(G-V,ρ)不变拟凸的。

2)
 

存在(λ1,λ2,…,λk)≥0,(μ1,μ2,…,μm)≧0,使下列条件成立:

a)
 

0∈∑
k

i=1
λiG'fi

(fi(x0)+xT
0wi)(∂fi(x0)+wi)+∑

m

j=1
μjG'gj

(gj(x0)+xT
0vj)(∂gj(x0)+vj);

b)
 

μj(gj(x0)+xT
0vj)=0;

c)
 

s(x0 Ci)=xT
0wi,wi ∈Ci,i∈K,s(x0 Dj)=xT

0vj,vj ∈Dj,j∈M。
则x0 是问题(MVP)的弱有效解。

定理3的证明过程与定理2类似,此处省略。

3 对偶问题

本节对问题(MVP)相应的 Mond-Weir对偶问题(DVP)作如下定义:

max
 

f(y)=(f1(y)+s(y C1),…,fk(y)+s(y Ck)),

s.t.
 

0∈∑
k

i=1
λiG'fi

(fi(y)+yTwi)(∂fi(y)+wi)+∑
m

j=1
μjG'gj

(gj(y)+yTvj)(∂gj(y)+vj),

μj(gj(y)+yTvj)≧0,j∈M,

λ≥0,μ≧0,
其中:fi:X→R,i∈K={1,…,k},gj:X→R,j∈M={1,…,m}均为局部Lipschitz函数。令G=(G1,…,Gk):

R→Rk,且Gfi
:Ifi
(X)→R,i∈K 是严格单调递增的,Ggj

,j∈M 是严格单调递增的且Ggj
(0)=0。令Ω =

(y,λ,μ):0∈∑
k

i=1
λiG'fi(fi(y)+yTwi)(∂fi(y)+wi)+∑

m

j=1
μjG'gj(gj(y)+yTvj)(∂gj(y)+vj) ,μj(gj(y)+

yTvj)≧0,j∈M,λ≥0,μ≧0  表示问题(DVP)的可行域。

首先给出问题(DVP)的弱对偶条件。
定理4 (弱对偶)设x 和(y,λ,μ)分别为问题(MVP)和问题(DVP)的任意可行解,若fi(x)+xTwi,gj(x)+

xTvj 均为在y 处的广义(G-V,ρ)不变凸函数,且s(y Ci)=yTwi,i∈K,s(y Dj)=yTvj,j∈M,则
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f(x)+s(x C)≮f(y)+s(y C)。
证明 已知x 和(y,λ,μ)分别为问题(MVP)和问题(DVP)的任意可行解,采用反证法。假设f(x)+

s(x C)<f(y)+s(y C),则fi(x)+s(x Ci)<fi(y)+s(y Ci)。又有s(y Ci)=yTwi,fi(x)+xTwi≦

fi(x)+s(x Ci),得到fi(x)+xTwi<fi(y)+yTwi。由于Gfi
是单调递增函数,所以Gfi

(fi(x)+xTwi)<

Gfi
(fi(y)+yTwi)。由于fi(x)+xTwi 在y 处是广义(G-V,ρ)不变凸的,即:

Gfi
(fi(x)+xTwi)-Gfi

(fi(y)+yTwi)≧αi(x,y)G'fi
(fi(y)+yTwi)<ξi+wi,η(x,y)>+ρi x-y 2,

所以有:

αi(x,y)G'fi
(fi(y)+yTwi)<ξi+wi,η(x,y)>+ρi x-y 2<0。

上式两边同时乘以Lagrange乘子λi,有:

λiαi(x,y)G'fi
(fi(y)+yTwi)<ξi+wi,η(x,y)>+λiρi x-y 2≦0,

由于λ≥0,所以至少存在1个i0∈K,使得:

λi0αi0
(x,y)G'fi0

(fi0
(y)+yTwi0

)<ξi0+wi0
,η(x,y)>+λi0ρi0 x-y 2<0,

于是有:

∑
k

i=1
λiG'fi

(fi(y)+yTwi)<ξi+wi,η(x,y)><-∑
k

i=1

λiρi x-y 2

αi(x,y)
。 (9)

而gj(x)+xTvj 在y 处是广义(G-V,ρ)不变凸的,即:

Ggj
(gj(x)+xTvj)-Ggj

(gj(y)+yTvj)≧βj(x,y)G'gj
(gj(y)+yTvj)<ζj+vj,η(x,y)>+ρj x-y 2,

同时x 和(y,λ,μ)是问题(MVP)和问题(DVP)的可行解,故有:

Ggj
(gj(x)+xTvj)≦0,Ggj

(gj(y)+yTvj)≧0,
所以有:

βj(x,y)G'gj
(gj(y)+yTvj)<ζj+vj,η(x,y)>+ρj x-y 2≦0。

上式两边同时乘以Lagrange乘子μj 并求和,得到:

∑
m

j=1
μjG'gj

(gj(y)+yTvj)<ζj +vj,η(x,y)><-∑
m

j=1

μjρj x-y 2

βj(x,y)
。 (10)

将式(9)和式(10)相加,有:

∑
k

i=1
λiG'fi

(fi(y)+yTwi)<ξi+wi,η(x,y)>+∑
m

j=1
μjG'gj

(gj(y)+yTvj)<ζj +vj,η(x,y)><

-∑
k

i=1

λiρi x-y 2

αi(x,y)
-∑

m

j=1

μjρj x-y 2

βj(x,y)
≦0,

这与0∈∑
k

i=1
λiG'fi

(fi(y)+yTwi)(∂fi(y)+wi)+∑
m

j=1
μjG'gj

(gj(y)+yTvj)(∂gj(y)+vj)矛盾,所以f(x)+

s(x C)≮f(y)+s(y C)。 证毕

定理5 (强对偶)设y∈D 是问题(MVP)的弱有效解,则存在λ∈Rm,μ∈Rk 使得问题(y,λ,μ)是(DVP)的
可行解;进一步地,如果定理4的弱对偶条件成立,则(y,λ,μ)是(DVP)的弱有效解。

证明 已知y 是问题(MVP)的弱有效解,则:

0∈∑
k

i=1
λiG'fi

(fi(y)+yTwi)(∂fi(y)+wi)+∑
m

j=1
μjG'gj

(gj(y)+yTvj)(∂gj(y)+vj),

μj(gj(y)+yTvj)=0,j∈M,

λ≥0,μ≧0。
从而(y,λ,μ)是问题(DVP)的可行解。利用定理4,可以得到f(y)+s(y C)≮f(y)+s(y C)。所以(y,λ,μ)
是问题(DVP)的弱有效解。 证毕

最后给出问题(DVP)的严格逆对偶条件。
定理6 (严格逆对偶)设x 和(y,λ,μ)分别为问题(MVP)和问题(DVP)的可行解,满足f(x)+s(x Ci)=

f(y)+s(y Ci),并且f(x)+xTw 为y 处的关于η 的广义严格(G-V,ρ)不变凸函数,g(y)+yTv为y 处关于η
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的(G-V,ρ)不变凸函数,则x=y,因此x 是问题(MVP)的弱有效解,(y,λ,μ)是问题(DVP)的弱有效解。
证明 已知x 和(y,λ,μ)分别为问题(MVP)和问题(DVP)的可行解,用反证法证明,假设x≠y。
由于fi(x)+xTwi 是y 处的广义严格(G-V,ρ)不变凸函数,gj(y)+yTvj 是y 处的广义(G-V,ρ)不变凸函

数,则有:

Gfi fi(x)+xTwi  -Gfi
(fi(y)+yTwi)>αi(x,y)G'fi

(fi(y)+yTwi)<ξi+wi,η(x,y)>+ρi x-y 2,

Ggj
(gj(x)+xTvj)-Ggj

(gj(y)+yTvj)≧βj(x,y)G'gj
(gj(y)+yTvj)<ζj+vj,η(x,y)>+ρj x-y 2,

又因f(x)+s(x Ci)=f(y)+s(y Ci),所以Gfi
(fi(x)+xTwi)=Gfi

(fi(y)+yTwi)。
利用问题(DVP)的约束条件和问题(MVP)的可行性可知:

αi(x,y)G'fi
(fi(y)+yTwi)<ξi+wi,η(x,y)>+ρix-y2<0, (11)

βj(x,y)G'gj
(gj(y)+yTvj)<ζj+vj,η(x,y)>+ρjx-y2≦0。 (12)

式(11)两边同时乘以Lagrange乘子λi、式(12)两边同时乘以Lagrange乘子μj,然后再相加,得到:

∑
k

i=1
λiG'fi

(fi(y)+yTwi)<ξi+wi,η(x,y)>+∑
m

j=1
μjG'gj

(gj(y)+yTvj)<ζj +vj,η(x,y)><

-∑
k

i=1

λiρi x-y 2

αi(x,y)
-∑

m

j=1

μjρj x-y 2

βj(x,y)
≦0。 (13)

则可以证明式(13)与(y,λ,μ)是问题(DVP)的可行解相矛盾。因此x=y。而由定理4可得x 是问题(MVP)的
弱有效解,(y,λ,μ)是问题(DVP)的弱有效解。 证毕
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Abstract:
 

To
 

discuss
 

the
 

optimality
 

and
 

duality
 

conditions
 

for
 

a
 

class
 

of
 

generalized
 

invariant
 

convex
 

multi-objective
 

programming
 

problems.
 

A
 

new
 

class
 

of
 

generalized
 

convex
 

functions,
 

namely
 

generalized
 

(G-V,
 

ρ)
 

invariant
 

convex
 

functions,
 

is
 

introduced
 

with
 

the
 

help
 

of
 

Clarke
 

subdifferential;
 

the
 

corresponding
 

indifferentiable
 

multi-objective
 

programming
 

problems
 

and
 

the
 

G-Mond-Weir
 

dual
 

problems
 

are
 

studied.
 

The
 

optimality
 

conditions
 

for
 

the
 

indifferentiable
 

multi-objective
 

programming
 

problems
 

and
 

the
 

weak
 

duality,
 

strong
 

duality
 

and
 

strict
 

inverse
 

duality
 

for
 

the
 

G-Mond-Weir
 

duality
 

problem
 

are
 

obtained.The
 

study
 

on
 

generalized
 

(G-V,
 

ρ)
 

invariant
 

convex
 

functions
 

enriches
 

the
 

content
 

of
 

multi-objective
 

programmings,
 

which
 

is
 

of
 

great
 

significance
 

for
 

the
 

subsequent
 

research
 

in
 

related
 

fields.
Keywords:

 

generalized
 

(G-V,
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convex
 

functions;
 

Clarke
 

subgradient;
 

multi-objective
 

programming;
 

optimality
 

conditions;
 

duality
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