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摘要:研究工件既可以在制造商机器上加工、又可以转包给承包商加工的m 台机流水作业排序问题。考虑工件在制造商

机器上以串行分批方式加工,即工件按串行方式接连在机器上成批加工,批加工时间为该批中所有工件的工时之和,且加

工后被分批运送给客户;同时,因部分工件被转包给承包商加工,还考虑制造商需要支付一定的转包费用。在转包总费用

不超过给定值情况下,研究极小化工件加工成本与运输成本之和的有效算法。其中,加工成本分别取制造商处工件最大

完工时间及工件总完工时间,运输成本则与工件批数成正比。对于工件加工时间仅依赖于工件的情形,针对不同的加工

成本,分析了问题的NP困难性及最优解的结构,分别设计了2个近似算法;对于工件加工时间仅依赖于机器的情形,则

在分析解结构的基础上提出了2个多项式时间算法。
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流水作业(flow
 

shop)是指2个或2个以上工件以相同且特定的机器次序在2台或2台以上机器上加工的

排序问题,流水作业大多是NP困难的,只有少数特殊情形是多项式时间可解的。电子、机械等行业中制造商加

工产品过程大都可以归结为流水作业模型。
随着社会生产高度发展,制造商因面临生产存储能力受限、快速响应需求增加以及加工任务的不确定性等

因素的制约,常常将部分加工任务转包给承包商加工,这种转包(外包)业务在现代生产环节变得越来越重要与

普遍。通过转包,制造商一方面可以减少基建成本,将资金用于核心技术研发;另一方面还可以缩短产品供货周

期,提高市场响应能力,降低投资风险。然而,在执行转包时,制造商因要付出一定的转包、运输等费用,需要综

合考虑工件转包、加工以及运输等环节,以实现自身收益最大化。因此,对流水作业环境下排序与转包问题进行

研究具有重要的理论价值及现实意义。
近10年来,国内外学者对流水作业环境下排序与转包决策问题进行了深入研究,在围绕机器加工方式、工

件参数、转包需求等方面取得了不少进展。Choi等人[1]研究置换排序下m 机流水作业排序与转包问题,假设工

件加工长度为工件与机器参数值之和,分别极小化工件总完工时间或最大完工时间与转包费用和,在机器数固

定情况下证明这2个问题均为多项式时间可解的;Li等人[2]研究工件可以转包的两阶段流水作业排序问题,考
虑了制造商机器维持费用和承包商转包费用,将这2个总费用及工件最大完工时间作为双目标排序问题,基于

概念装箱设计了启发式算法;Yoo等人[3]研究在第1台机器上工件可以被转包加工的两机流水作业排序问题,
目标是极小化转包费用与工件完工时间和,提出了分枝定界算法和几个启发式算法;陈光亭等人[4]研究工件可

转包的两机流水作业机排序问题,极小化工件最大完工时间与转包费用之和,给出了最坏性能比为2的近似算

法,并对工件满足有序化约束的情形做了算法改进;Ahmadizar等人[5]研究工件间歇性到达且可转包的两机流水

作业排序问题,假设工件第1阶段操作一旦被转包给第1个承包商加工后,必须被分批运送到第2个承包商以加

工第2阶段操作,并最终被运回制造商,目标是确定被转包工件集、全部工件的加工顺序以及被转包工件运输方

案,以极小化工件最大完工时间、转包费用与运输费用之和,提出了2个数学规划模型;Goli等人[6]研究了具有

鲁棒性的流水作业排序问题,要求工件既可以在自有机器上加工、亦可以转包给几个可用的承包商之一加工,目
标是极小化工件加权完工时间与转包费用之和,提出了具有鲁棒性的混合整数线性规划算法;陈荣军等人[7]研
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究工件可以转包的两机流水作业排序问题,假设转包费用有一个上限,目标是极小化未转包工件最大完工时间

或总完工时间与转包费用之和,设计了拟多项式时间算法;Enayati等人[8]在柔性流水作业中考虑转包问题,目
标是极小化延误、加工与转包费用之和,提出了混合线性规划模型并用4个启发式算法求解;Jiang等人[9]研究两

机流水作业排序问题,每阶段操作既可以转包也可以自己加工,转包费用与加工时间成正比,目标是使工件最大

完工时间与总转包费用之和最小,提出了具有紧性的多项式时间近似算法;Kim等人[10]考虑转包时间与转包费

用的两机流水作业问题,假设在第1台机器上工件既可以在制造商处加工亦可以转包,而在第2台机器上工件

必须在制造商处加工,目标是极小化转包与加工费用之和,证明问题是NP困难的,并设计了精确和启发式算法。
最近还有不少学者引入智能优化算法研究流水作业排序与转包问题,本文不再赘述。

此外,关于流水作业排序问题,近些年出现了一些新的研究进展。Khatami等人[11]研究连续任务间具有精

确延迟的流水作业排序问题,目标是极小化工件最大完工时间;Lan等人[12]考虑运输容量有限的两机流水作业

排序问题,即工件在第1台机器加工后要被运送到第2台机器继续加工,或者工件2个阶段加工完成后要被运回

目的地,仅1台车辆运输且容量有限,目标是极小化工件最大完工时间,设计了多项式时间算法与多项式时间近

似方案;Shabtay等人[13]研究两机流水作业排序问题且任一阶段操作均可按一定费用被拒绝加工,目标是极小

化工件最大完工时间与总拒绝费用之和;Zeng等人[14]研究集成生产、分配与分批发送的柔性装配流水作业排序

问题,目标是极小化延误、存储与发送的费用之和,构造了混合整数线性规划模型求解,等等。因上述文献不考

虑工件转包,故本文不再细述。
与上述文献不同的是,本文研究流水作业环境下的排序与转包模型,假设工件在制造商处的加工方式为串

行分批加工,即工件按照串行方式接连在机器上成批加工,批的加工时间为该批中所有工件的工时之和,同时考

虑工件加工后的运输成本,目标是在转包费用不超过给定值的情况下,极小化工件加工成本与运输成本之和。

1 模型与符号

假设n 个工件的集合为N,即N={1,2,…,n},要在制造商m 台流水作业机器{M1,M2,…,Mm}上加工,

加工方式为串行分批加工,即工件可以成批加工,同一批工件按串行方式接连加工(任一时刻每台机器至多加工

1个工件),批的加工时间为批中所有工件的工时之和。同一批工件完工时间相同,均等于该批最后一个工件完

工时间,本文假设每批加工工件数不限。
受生产能力、加工成本、存储容量以及工件工期等因素的影响,制造商常常需要把部分工件转包给承包商加

工。设ej 为工件j的转包费用,并设I为未转包工件集,O 为转包工件集,显然I∪O=N。此外,工件I加工后

将被分批运送给客户,设每批运输费用为q。
将工件j(j∈N)在机器Mi(i=1,2,…,m)上的操作及加工时间分别记为Oij,pij,并记Cj 为工件j的完工

时间,Cmax(I)=max
j∈I

 
Cj。

制造商需要确定工件集I,O 以及I在{M1,M2,…,Mm}上的分批加工排序,要求在转包费用不超过给定值

情况下,使目标值G+bq最小,其中G∈Cmax(I),∑
j∈I

Cj  ,b为工件批数。本文分别研究工件加工时间pij=pj

以及pij=fi 这2种情形,用三参数法α|β|γ
[15]将研究的问题分别记为:

Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =pj G+bq;

Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =fi G+bq。

其中:Fm 代表制造商为m 机流水作业加工环境,out代表工件可以被转包给承包商加工,serial
 

batch代表工件

在制造商机器上以串行分批方式加工,E 为转包费用上限。

2 问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =pj G+bq

本节研究pij=pj 情形,即工件加工时间仅依赖于工件的情形。由文献[16],易知下面引理1成立。

引理1 问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =pj G+bq,G∈Cmax(I),∑
j∈I

Cj  是NP困难的。
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首先考虑G=∑
j∈I

Cj,并记pmax=max
1≤j≤n

pj,P=∑
n

j=1
pj。

利用相邻工件交换技术,容易得到下面结论。

引理2 问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =pj ∑
j∈I

Cj +bq 存在最优排序满足I 中工件按照

{pj}nj=1 非减序加工。
由引理2,将所有工件按照p1≤p2≤…≤pn 重新编号,并考虑前j 个工件{1,2,…,j}形成的部分排序,引

入变量xj 如下:

xj=
0,若工件j被转包;

1,若工件j在制造商处加工且形成新批;

2,若工件j在制造商处加入当前批加工,且该批尚未确定是否发送。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

在Liu等人[17]提出的全多项式时间近似方案(fully
 

polynomial-time
 

approximation
 

scheme,FPTAS)算法

{Aε,ε>0}中,令Fj(x)为前j个工件对应部分排序的目标值,但不含当前批(尚未发送)工件对目标的贡献值,
Mj(x)为当前部分排序的工件最大完工时间,Kj(x)为当前批(尚未发送)工件系数之和。本文将 Mj(x),
Kj(x)分别修正为:

Mj(x)=
Mj-1(x)+mpj-(m-1)pj-1,若xj≠0;

Mj-1(x),否则。 
 

Kj(x)=
Kj-1(x),若xj=0;

Kj-1(x)+1,若xj=2;

1,若xj=1。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

其中:x=(x1,x2,…,xn,xn+1)且置xn+1≡1,其余不变,则该算法{Aε,ε>0}可以转化为求解:

Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =pj ∑
j∈I

Cj +bq,

且类似地有下面结论。

定理1 对问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij=pj ∑
j∈I

Cj+bq,算法{Aε,ε>0}
[17]为问题的(1+ε)

近似算法,运行时间为:

O
n4log(n)log(n2pmax)logmaxn,

1
ε    

ε2

   。
证明 与文献[17]中定理2.6的证明过程类似,有:

γF≤
log(max{Fj(x)x∈Y'j-1})

δ +2,

其中:Y'j-1 为算法{Aε,ε>0}运行中产生的关于x 的集合,γF 为依函数Fj-1(x)的值对Y'j-1 划分所得子集数[18]

(下同)。又因为:

Fj(x)= Fj-1(x)+Mj-1(x)Kj-1(x)+q ≤n[(n-1)pmax+mpmax+nq],
故有:

γF≤
log(n2pmax+nmpmax+nq)

δ +2≤
log(3n2pmax)

δ +2。

类似地,

γK≤
log(max{Kj(x)x∈Y'j-1})

δ +2≤
log(n)

δ +2,

故有:

Y'j =3Yj-1 ≤3nγFγK=O
n4log(n)log(n2pmax)logmaxn,

1
ε    

ε2

   。 证毕
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下面研究G=Cmax(I)。考虑到排序目标为Cmax 且pij=pj,将工件按照{pj}nj=1 非减序重新编号,令

φ(j,t,h,b)为当前部分工件集{1,2,…,j}对应的最小转包费用,其中h 为未转包工件数,t为当前未转包工件

的最大完工时间,b为分批数。显然1≤j≤n,0≤h≤j,0≤t≤P,1≤b≤n。

下面设计问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =pj Cmax(I)+bq的动态规划算法,记为DP-1。

DP-1 问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =pj Cmax(I)+bq的动态规划算法

递推关系:

φ(j,t,h,b)=
φ(j-1,t,h,b)+ej,若工件j被转包;

φ(j-1,t-pj,h-1,b-1),若工件j形成新批;

φ(j-1,t-pj,h-1,b),若工件j加入当前批,且该批尚未发送。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

在上式中,当一个新批形成时,不考虑安装时间。初始条件为:

φ(1,t,h,b)=
e1,若t=0,h=0,b=0;

0,若t=p1,h=1,b=1;

+∞,否则。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

最优值为min{t+bq 0≤t≤P,0≤h≤n,1≤b≤n,φ(n,t,h,b)≤E}。
对DP-1,有下面结论。

定理2 对问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij=pj Cmax(I)+bq,DP-1可在O(n3P)时间内找到最

优解。

下面利用DP-1,为问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =pj Cmax(I)+bq设计FPTAS算法,记为A-1。

A-1 问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =pj Cmax(I)+bq的FPTAS算法

1)
 

将工件按照{pj}nj=1 非减序重新编号;

2)
 

∀k∈{1,2,…,n},构造子问题Ik:工件集Ik(Ik={1,2,…,k})满足E-∑
N\Ik

ej>0,且将Ik 在制造商机

器上加工而其他工件转包;

3)
 

构造子问题I'k:∀j∈Ik,p'j=
pj

δk
δk,其余与Ik 相同,其中δk=

εpk

n
,ε>0;

4)
 

调用DP-1得到I'k 最优解,记π'k;在π'k 中将p'j 用pj 替换,得到Ik 可行解πk;

5)
 

选取πl,满足:
Cmax(πl)+bq(πl)=min{Cmax(πk)+bq(πk)k=1,2,…,n}。

定理3 对问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =pj Cmax(I)+bq,A-1是一个FPTAS算法,且运行

时间为O n5

ε  。
证明 记π*为原问题最优解,并设Jt 为最长加工工件,对应地,问题Ik 即记为It。显然,π*可以视作问题

It 一可行解π*
t 。将π*

t 中工件长度pj 换为p'j,可以得到I't 的一可行解π'*
t ,有:

Cmax(πl)+bq(πl)≤Cmax(πt)+bq(πt)≤Cmax(π't)+bq(πt)≤Cmax(π'*
t )+bq(π*

t )≤
Cmax(π*)+nδt+bq(π*

t )≤Cmax(π*)+εpt+bq(π*
t )≤(1+ε)Cmax(π*)+bq(π*)。

此外,在算法A-1中,步1)需要运行时间O(nlog(n)),DP-1求解子问题需要运行时间为O n4

ε  ,故总运算时间

为O n5

ε  。 证毕

3 问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =fi G+bq

本节研究pij=fi,即工件加工时间仅依赖于机器的情形,并记fmax=max
1≤i≤m

fi。由于所有工件具有相同的加
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工时间,故对问题Fm pij =fi G,G ∈ Cmax,∑
j∈I

Cj  而言,若依次安排工件加工并避免不必要的空闲,则有下

面结论。

引理3 对问题Fm pij =fi G,G ∈ Cmax,∑
j∈I

Cj  ,若依次安排工件加工并避免不必要空闲,则第j个工

件完工时间为Cj =∑
m

i=1
fi+(j-1)fmax,j∈N。

证明 由于工件加工时间pij=fi 仅依赖于机器,即在同一台机器上,所有工件加工时间都相同,故将工件

{j,j=1,2,…,n}依次安排在m 台机器上加工且避免不必要的空闲,所得排序结构单一,全部工件完工时间应

满足等差数列关系。显然C1=∑
m

i=1
fi,下面仅证明C2=∑

m

i=1
fi+fmax。

事实上,根据工件与机器的对偶关系[19],将工件1、2视为2台流水作业机器,机器 M1,M2,…,Mm 视为m
个工件,它们在2台机器上加工长度相同,分别为f1,f2,…,fm。在第1台机器“1”上,m 个工件一定在时间区

间 0,∑
m

i=1
fi  内完成加工且无空闲。若:

f1≥f2≥…≥fm, (1)

则在第2台机器“2”上,m 个工件一定在时间区间 0,∑
m

i=1
fi+fmax  内完成加工,且仅在时间区间[0,fmax]内有

空闲(相应排序记S)。如果{fi}mi=1 不满足式(1),所得排序一定可以通过多次调换S 中相邻工件获得。注意到

每次调换相邻工件时,若前工件开工时间提前(延后)δ,则后工件开工时间必延后(提前)δ,机器“2”上空闲时间

长度始终保持不变。这样,无论调换多少次,对于机器“1”而言,m 个工件均在 0,∑
m

i=1
fi  内完工且无空闲;对于

机器“2”而言,m 个工件一定在 0,∑
m

i=1
fi+fmax  内完工,空闲总长为fmax,即得:

C2=∑
m

i=1
fi+fmax。 证毕

由引理3,容易设计问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij=fi Cmax+bq的多项式时间算法,记为A-2。

A-2 问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =fi Cmax+bq的多项式时间算法

1)
 

将工件按照{ej}nj=1 非减序重新编号;

2)
 

选取t满足∑
t

j=1
ej ≤E,∑

t+1

j=1
ej >E;

3)
 

将工件{t+1,…,n}依次在流水作业机器上加工,避免不必要的空闲并同批发送。
显然,有下面的定理。

定理4 对问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =fi Cmax+bq,算法A-2可在O(nlog(n))时间内得

到最优解。

对问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej≤E,pij=fi ∑
j∈I

Cj+bq,下面设计动态规划算法(记为DP-2)求解。先

将工件集N 按{ej}nj=1 非降序重新编号,并考虑由工件集Bj(Bj={1,2,…,j})确定的部分排序,选择(j,h,h')
作为状态变量,其中h 为最后一批工件数,h'为该批含Bj 的工件数。定义指标函数ψ(j,h,h')为在状态(j,h,
h')下部分排序的最优目标值,但不包含当前尚未发送的批的运输费用。

DP-2 问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =fi ∑
j∈I

Cj +bq的动态规划算法

递推关系:

ψ(j,h,h')=
ψ(j-1,h,h'-1)+(h'+j-2)fmax+∑

m

i=1
fi,若h'>1;

min
h″≤j-1

ψ(j-1,h″,h″)+q+(j-1)fmax+∑
m

i=1
fi,若h'=1。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

12第3期            陈荣军,等:转包费用有限的串行分批加工流水作业排序问题



其中:h″为上一批所含Bj 的工件数。初始条件为:

ψ(1,h,h')=

∑
m

i=1
fi,若h>h'=1;

∑
m

i=1
fi+q,若h=h'=1;

+∞,其他。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

最优值为min{ψ(n,h,h)1≤h≤n}。
显然,DP-2的计算量为O(n3)。下面利用DP-2设计问题

Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =fi ∑
j∈I

Cj +bq

的多项式时间算法,记为A-3。

A-3 问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej ≤E,pij =fi ∑
j∈I

Cj +bq多项式时间算法

1)
 

同算法A-2步1);

2)
 

同算法A-2步2);

3)
 

调用DP-2,将工件{t+1,…,n}依一定次序安排在流水作业机器上分批加工与发送,并避免不必要的空

闲。
显然,有下面定理5。

定理5 对问题Fm out-serial
 

batch,∑
j∈O

ej≤E,pij=fi ∑
j∈I

Cj+bq,算法A-3可在O(n3)时间内得到最

优解。

4 结束语

本文研究了制造商为串行分批加工流水作业排序问题,允许工件转包给承包商加工。在转包费用不超过给

定值情况下,分别极小化工件最大完工时间或总完工时间与运输费用之和。本文分别研究了工件加工时间仅依

赖于工件以及仅依赖于机器的2种特殊情形,设计了近似算法和多项式时间算法。对于工件加工时间为一般情

形下的流水排序与转包问题,值得今后继续研究。
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Abstract:
 

Flow
 

shop
 

scheduling
 

where
 

each
 

job
 

can
 

be
 

either
 

processed
 

in-house
 

shop
 

or
 

outsourced
 

to
 

a
 

subcontractor
 

is
 

studied.
 

The
 

jobs
 

in-house
 

are
 

processed
 

in
 

serial
 

batches,
 

i.e.,
 

the
 

jobs
 

are
 

processed
 

in
 

batches
 

on
 

the
 

machine
 

in
 

a
 

serial
 

manner
 

and
 

the
 

processing
 

time
 

of
 

a
 

batch
 

is
 

the
 

sum
 

of
 

the
 

processing
 

times
 

of
 

all
 

jobs
 

in
 

the
 

batch.
 

And
 

all
 

the
 

jobs
 

are
 

shipped
 

to
 

customers
 

in
 

batches
 

after
 

processing.
 

Each
 

of
 

the
 

outsourced
 

jobs
 

requires
 

paying
 

an
 

outsourcing
 

cost.
 

The
 

objective
 

is
 

to
 

minimize
 

the
 

sum
 

of
 

the
 

performance
 

measure
 

(the
 

total
 

completion
 

time
 

or
 

the
 

makespan)
 

and
 

transportation
 

cost
 

for
 

in-house
 

jobs,
 

subject
 

to
 

a
 

limit
 

on
 

total
 

outsourcing
 

cost.
 

The
 

transportation
 

cost
 

is
 

proportional
 

to
 

the
 

batch
 

number
 

of
 

jobs.
 

Two
 

special
 

cases
 

where
 

job’s
 

processing
 

time
 

depends
 

solely
 

on
 

job
 

itself
 

or
 

on
 

the
 

machine
 

are
 

considered.
 

In
 

the
 

first
 

case,
 

two
 

approximation
 

algorithms
 

are
 

designed
 

respectively
 

for
 

different
 

performance
 

measures
 

after
 

the
 

NP
 

hardness
 

of
 

the
 

problem
 

and
 

the
 

structure
 

of
 

the
 

optimal
 

solution
 

are
 

analyzed.
 

On
 

the
 

basis
 

of
 

analyzing
 

the
 

solution
 

structure,
 

two
 

polynomial
 

algorithms
 

are
 

proposed
 

in
 

the
 

second
 

case.
Keywords:

 

flow
 

shop
 

scheduling;
 

outsourcing;
 

serial
 

batch;
 

approximation
 

algorithm
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