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摘要:对非光滑优化问题的填充函数法进行讨论。基于函数下降(上升)段的概念,提出2个新的关于函数下降(上升)段
的性质,进而利用新性质对一类具有特殊结构的非光滑填充函数进行研究。将已有文献中所提的双参填充函数推广到了

非光滑优化问题,使它适用于具有特殊结构特征的优化问题。所得的主要结果是对现有研究工作的改进和推广。
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随着信息技术特别是大数据技术的飞速发展,全局优化方法已成为多学科研究中的关键技术手段。目前,
 

全局优化方法已广泛地应用于分子生物[1-2]、金融经济[3]、生产管理[4]、工业制造[5-6]等领域。然而,多个局部最优

解的存在导致传统非线性优化技术在非凸/非光滑问题的全局优化中面临根本性挑战,主要表现在以下2个

方面:

1)
 

如何判定当前局部极小点的全局最优性———即建立全局最优解的判别准则;

2)
 

如何基于现有局部极小点,进一步探索目标函数值更优的极小点。
对于上述第1个问题涉及的全局优化理论及算法体系而言,它的成熟度与局部优化方法相比仍存在明显差

距。针对特定结构的优化问题,关于全局最优性判别准则的研究已取得重要突破;然而对于一般结构的优化问

题,全局最优性理论体系则还不完善,建立普适性的全局极值判定准则仍需深入探索。针对第2个问题,有多种

全局优化方法如进化算法、分支定界法、积分-水平集法等可供采用。总体而言,全局优化方法可分为随机性方法

与确定性方法。随机性方法通过概率搜索机制实现全局优化:从当前点出发,采用随机扰动生成迭代点,并以此

为初始点,通过局部优化工具获取新的局部极小点;通过迭代更新和概率收敛机制,最终逼近全局最优解[7-8]。
随机类方法因对目标函数的解析性质要求较低,因而具有更广的适用性。尽管这类方法具有一定实用性,但仍

存在收敛速度慢、易陷入局部优化等固有缺陷[9]。虽然随机性方法理论上确保了在给定计算时间内获得最优

解,但实际计算中往往需要耗费大量时间才能求得最优解。相比之下,确定性方法能够基于目标函数的解析特

性(如单调性、凸性、稠密性及水平集结构),在有限次迭代内以预设精度收敛至全局最优解或近似解。常见的确

定性方法有填充函数法[10-11]、区间算法[12]、打洞函数法[13]等。
在各类确定性方法中,填充函数法因实现简便而成为应用较为广泛的方法。填充函数的定义最初由葛仁溥

教授[14]提出。
定义1[14] 函数P(x):Rn→R称为是f(x)在局部极小点x*

1 处的填充函数,如果P(x)具有下述性质:

1)
 

x*
1 是P(x)的一个局部极大点,且P(x)在x*

1 处的盆谷B*
1 是P(x)峰的一部分;

2)
 

P(x)在任意比B*
1 高的盆谷里没有极小点或稳定点;

3)
 

如果存在比B*
1 低的盆谷B*

2 ,则在B*
2 中存在一点x,使得P(x)在连接x*

1 和x 的连线上存在局部极

小点。
填充函数法的核心思想是:算法分为极小化阶段和填充阶段,通过循环执行局部极小化与填充操作,直至满

足收敛条件且无法寻到更优的局部极小点时终止计算。在极小化阶段,算法借助内点法、拟牛顿法或共轭梯度
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法等经典局部优化方法,对目标函数进行搜索,找到一个局部极小点;在填充阶段,基于已找到的极小点逐步优

化新构造的填充函数,从而获得更优的局部极小点。重复上述过程,直至算法找不到比当前目标函数值更优的

局部极小点。
填充函数法一经提出,便引发了学术界的广泛关注,学者们主要从以下3个方向进行了深入研究。
一是丰富填充函数形式。学者们构建结构性质更好的型填充函数[15-17],从而提高算法的计算性能。文献

[18]提出了1个与目标函数具有相同局部极小值的填充函数,该算法仅需在首次迭代中极小化目标函数,后续

迭代只需极小化填充函数即可。文献[19]采用函数平滑化技术,通过消除所有函数值不低于当前局部极小值的

极小点,缩减了目标函数的局部极小点个数,降低了全局优化问题的求解难度。文献[20]提出了一类具有连续

可微的双参填充函数:
 

P(x,x*
1 ,r,q)=-g(r+ x-x*

1
β)-qg(min{0,f(x*

1 )}ρ), (1)
式中:常数β,ρ(β≥1,ρ>0)为偶数,r,q(r>0,q>0)为2个参数,· 代表欧几里得向量范数。

该函数表达式较为简洁且更具一般性,同时避免了许多方法中常见的指数项和对数项。相比已有的一些研

究成果,该方法在参数选择上更为简便,同时数值实验的对比分析证明了该填充函数算法的有效性。
二是完善填充函数定义。为使填充函数的构造更简单,学者们持续推动着填充函数定义的改进[21-23]。值得

注意的是,Yang等人[23]对填充函数的定义做出了较大改进。
定义2[23] 连续可微函数P(x):Rn→R称为是f(x)在局部极小点x*

1 处的填充函数,如果P(x)具有下述

性质:

1)
 

x*
1 是P(x)的一个局部极大点;

2)
 

对任意的x∈S1,P(x)在区间S1 中没有稳定点,其中S1={x f(x)≥f(x*
1 ),x∈X\{x*

1 }};

3)
 

如果x*
1 不是全局极小点,则P(x)一定在区间S2={x f(x)<f(x*

1 ),x∈X}上有局部极小点。
该定义对传统填充函数定义进行了根本性创新:首先它摒弃了传统定义中要求在点连线上存在极小点的限

制条件,其次它仅需保证填充函数P(x)在区域S2 上存在极小点。基于此定义构建的算法增强了目标函数跳出

局部最优的能力。
三是拓展填充函数算法的应用领域,学者们将该方法推广到了其他优化问题,例如最大割问题[24]、非线性方

程组的数值求解[25]、非光滑优化问题[9]等。
填充函数法在非光滑优化领域的应用研究尤为值得关注。在非光滑优化问题中,目标函数及约束条件往往

缺乏连续性、可微性等基本解析性质。这些性质的缺失增加了理论分析的复杂度和算法实现的困难。特别地,
由于连续导数的缺失,系统对决策变量的敏感性分析变得异常困难。针对非光滑优化问题的求解,已发展出包

括次梯度法、束方法等在内的多种方法。尽管这些方法在理论框架上已趋于成熟,但仍存在收敛性不够理想、算
法实现复杂度较高等局限。同时,现有研究主要聚焦于局部最优解的求解,而对于非光滑全局最优化问题的探

讨仍显不足。
综上所述,基于填充函数法在光滑全局优化中的显著效果,并受文献[9,23,26]中研究工作的启发,本文利

用函数下降(上升)段的定义,针对具有特殊结构属性的目标函数,将双参数填充函数(1)拓展至解决非光滑优化

问题。

1 预备知识

设Rn 是n 维欧氏空间。考虑如下无约束优化问题:

min
 

f(x),
s.t.

 

x∈Rn。 (2)
式中:f(x):Rn→R是连续可微的实值函数,且是形式为f(x)=d(x)+h(c(x))的复合函数,

 

其中d(x)和
c(x)T=(c1(x),…,cm(x))是光滑函数,h:Rm→R是凸的非光滑函数。此类函数的典型应用包括:非线性方程

组的求解、非线性不等式组可行点的确定、约束优化问题中的罚函数构造等。
为完成本文定理的证明,提出以下假设。
假设1 当 x →+∞时,有f(x)→+∞成立。即目标函数f(x)是强制的。
假设2 L(P)是问题(2)的所有局部极小点的集合,且集合M={f(x)x∈L(P)}是一个有限集合。
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注1 假设1意味着存在一个有界闭集X⊂Rn,使得X 包含f(x)的所有极小点,且f(x)在X 中的所有极

小点(无论是局部还是全局极小点)都是X的内点。f(x)在X 边界上的值大于f(x)在它内部的值。这时,问题

(2)等价于下列优化问题:

min
 

f(x),

s.t.
 

x∈X。 (3)
即,x*

1 是问题(2)的全局最优解当且仅当x*
1 是问题(3)的全局最优解。

注2 假设2允许目标函数f(x)存在无限个局部极小点,但局部极小值的数量却必须是有限的。
定义3[26] 设x1,x2∈Rn,x1≠x2。如果x1-x2 称为函数F(x)的下降(上升)段,则函数f(λ)=F(x2+

λ(x1-x2))关于λ∈[0,1]是单调递减(递增)的。如果x1-x2 被称为函数
 

F(x)的强下降(强上升)段,则以下

条件之一成立:

1)
 

当F(x)连续可微时,有:

f'(λ)=�F(x2+λ(x1-x2))T(x1-x2)<0(>0),∀λ∈[0,1];

2)
 

当F(x)方向可微时,有:

max{(x1-x2)Tξ|ξ∈∂F(x(λ))},
式中:每一个ξ(ξ∈∂F(x))为F(x)在点x 处的次梯度,x(λ)=x2+λ(x1-x2),∀λ∈[0,1]。

2 一类具有特殊结构的非光滑填充函数

本文在非光滑优化框架下对文献[20]提出的填充函数进行扩展研究。为聚焦核心问题,理论分析限定于

β=2和ρ=2时的情况。具体研究对象为下列函数:

P(x,x*
1 ,r,q)=-g(r+ x-x*

1
2)-qg(min{0,f(x*

1 )}2),
 

(4)
式中:r,q(r>0,q>0)为2个参数,函数g(t):R→R满足下列性质:

1)
 

函数g(t)在R上是连续可微的;

2)
 

g(0)=0;

3)
 

g'(t)≥a>0,t∈R。
满足上述条件的函数很多,例如:g(t)=arctan

 

t,g(t)=tan
 

t,g(t)=t,g(t)=sinh
 

t等。
下面,将证明在非光滑条件下,函数(4)满足定义2中关于填充函数的全部性质。
定理1 假设x*

1 ∈X 是优化问题(3)的一个局部极小点,则x*
1 是P(x,x*

1 ,r,q)在X 上的一个严格局部

极大点。
证明 由函数g(t)的性质3)知,g(t)是严格单调递增的,且g(0)=0。所以当x≠x*

1 时,有:

P(x*
1 ,x*

1 ,r,q)=-g(r)>-g(r+ x-x*
1

2)≥
-g(r+ x-x*

1
2)-qg(min(0,f(x)-f(x*

1 ))2)=P(x,x*
1 ,r,q)。

因此,x*
1 是P(x,x*

1 ,r,q)在X 上的一个严格局部极大点。 证毕

引理1 令x(λ)=x2+λ(x1-x2),λ∈[0,1]。如果:
 

(x1-x2)T(x2-x*
1 )≥0,

 

(5)

则r+ x(λ)-x*
1

2 和(x1-x2)T(x(λ)-x*
1 )是关于λ∈[0,1]的增函数,并且有

(x1-x2)T(x(λ)-x*
1 )≥(x1-x2)T(x2-x*

1 ),∀λ∈[0,1]
成立。

证明 由不等式(5)可推得,下列展开式

r+ x(λ)-x*
1

2=r+ λ(x1-x2)+(x2-x*
1 )2=

r+ x2-x*
1

2+λ2 x1-x2
2+2λ(x1-x2)T(x2-x*

1 ),
(x1-x2)T(x(λ)-x*

1 )=(x1-x2)T[λ(x1-x2)+(x2-x*
1 )]=λ x1-x2

2+(x1-x2)T(x2-x*
1 )

关于λ∈[0,1]是单调递增的。所以,r+ x(λ)-x*
1

2 和(x1-x2)T(x(λ)-x*
1 )是关于λ∈[0,1]的增函数。

证毕

引理2 假设x1-x2 是f(x)的下降段,并且不等式(5)成立,则x1-x2 是P(x,x*
1 ,r,q)的下降段。
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证明 分2种情况进行讨论:
情形1,当f(x(λ))≥f(x*

1 )时,令:

T(λ)=P(x(λ),x*
1 ,r,q)=-g(r+ x(λ)-x*

1
2)。

由函数g(t)的单调性和引理1可推得g(r+ x(λ)-x*
1

2)关于λ∈[0,1]是单调递增的。因此,根据定义3
可知,x1-x2 是P(x,x*

1 ,r,q)的下降段。
情形2,当f(x(λ))<f(x*

1 )时,则有:

T(λ)=P(x(λ),x*
1 ,r,q)=-{g(r+ x(λ)-x*

1
2)+qg((f(x(λ))-f(x*

1 ))2)}。
由情形1的证明可知g(r+ x(λ)-x*

1
2)是关于λ∈[0,1]的增函数。

以下证明(f(x(λ))-f(x*
1 ))2 是关于λ∈[0,1]的增函数。令φ(λ)=(f(x(λ))-f(x*

1 ))2,0≤λ1<λ2≤1,
由假设条件x1-x2 是f(x)的下降段,可知f(x(λ))=f(x2+λ(x1-x2))关于λ 是单调递减的。即是有

f(x(λ1))>f(x(λ2))成立。从而有:

φ(λ1)-φ(λ2)=(f(x(λ1))-f(x*
1 ))2-(f(x(λ2))-f(x*

1 ))2=
(f(x(λ1))-f(x(λ2)))(f(x(λ1))-f(x*

1 )+f(x(λ2))-f(x*
1 ))<0。

所以φ(λ)是关于λ∈[0,1]的增函数,故g(φ(λ))是单调递增的。进而得证T(λ)关于λ∈[0,1]是单调递减的,
根据定义3可知,x1-x2 是P(x,x*

1 ,r,q)的下降段。
综上所述,引理得证。 证毕

定理2 假设x*
1 ∈X 是优化问题(3)的一个局部极小点,对任意的x∈S1,x-x*

1 是P(x,x*
1 ,r,q)的下降

段。即P(x,x*
1 ,r,q)在区间S1 内没有极小点或稳定点。

证明 对于任意点x=x2+λ(x1-x2),其中λ∈[0,1]且x∈S1,有

f(x)=f(x2+λ(x1-x2))≥f(x*
1 )

成立。由引理2证明的情形1可得,对任意的x∈S1,x-x*
1 是P(x,x*

1 ,r,q)的下降段。所以,P(x,x*
1 ,r,q)

在区间S1 内没有极小点或稳定点。 证毕

定理3 假设x*
1 ∈X 是优化问题(3)的一个局部极小点而非全局极小点,则P(x,x*

1 ,r,q)的所有局部极

小点或稳定点均位于区间S2 内。
证明 用反证法证明。假设结论不成立,则存在P(x,x*

1 ,r,q)的一个局部极小点或稳定点x*
2 ,但x*

2 ∉
S2。即有f(x*

2 )≥f(x*
1 )。又由定理1可知,x*

1 是P(x,x*
1 ,r,q)的一个严格局部极小点,而x*

2 是该函数的

局部极小点或稳定点,故而有x*
1 ≠x*

2 。由此可推知x*
2 必然位于区间S1 内。倘若x*

2 是P(x,x*
1 ,r,q)的局

部极小点或稳定点,则与定理2矛盾。因而,假设不成立,定理得证。 证毕

注3 通过定理1至定理3的证明,验证了:在非光滑优化框架下,函数(4)满足定义2中关于填充函数的3
条性质。

定理4 假设x*
1 ∈X 是优化问题(3)的一个局部极小点,令x(λ)=x2+λ(x1-x2)∈S2,λ∈[0,1]并且

x1-x2 是f(x)的上升段。当q>q̂ 时,如果不等式(5)成立,则x1-x2 是填充函数P(x,x*
1 ,r,q)的上升段,

其中:

q̂=
g(r+ x(λ2)-x*

1
2)-g(r+ x(λ1)-x*

1
2)

g((f(x(λ1))-f(x*
1 ))2)-g((f(x(λ2))-f(x*

1 ))2)
。

证明 当x(λ)=x2+λ(x1-x2)∈S2,λ∈[0,1]时,有:
 

f(x(λ))<f(x*
1 )。 (6)

所以T(λ)=P(x(λ),x*
1 ,r,q)=-(g(r+ x(λ)-x*

1
2)+qg((f(x(λ))-f(x*

1 ))2))成立。
令φ(λ)=(f(x(λ))-f(x*

1 ))2,设0≤λ1<λ2≤1。由引理2证明的情形1可知,g(r+ x(λ)-x*
1

2)是
关于λ的增函数,从而有:

g(r+ x(λ1)-x*
1

2)<g(r+ x(λ2)-x*
1

2)。 (7)
由已知条件x1-x2 是f(x)的上升段,可知f(x(λ))关于λ是单调上升的,即有:

f(x(λ1))<f(x(λ2))。 (8)
所以由式(6)、(8)可得:
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φ(λ1)-φ(λ2)=(f(x(λ1))-f(x*
1 ))2-(f(x(λ2))-f(x*

1 ))2=
(f(x(λ1))-f(x(λ2)))(f(x(λ1))-f(x*

1 )+f(x(λ2))-f(x*
1 ))>0。

故有φ(λ1)>φ(λ2)。又因为g(t)在R上是增函数,则有g(φ(λ1))>g(φ(λ2)),即:

g((f(x(λ1))-f(x*
1 ))2)>g((f(x(λ2))-f(x*

1 ))2)。 (9)
另一方面,有:

T(λ1)-T(λ2)=g(r+ x(λ2)-x*
1

2)-g(r+ x(λ1)-x*
1

2)+

q(g((f(x(λ2))-f(x*
1 ))2)-g((f(x(λ1))-f(x*

1 ))2)),

所以结合式(7)、(9)和q>q̂,可知T(λ1)-T(λ2)<0。因此,
 

T(λ)关于λ∈[0,1]是单调递增的。根据定义3
知,x1-x2 是P(x,x*

1 ,r,q)关于λ∈[0,1]的上升段。 证毕

注4 定理2表明,当从目标函数的一个局部极小点出发,填充函数P(x,x*
1 ,r,q)在区间S1 内一直保持下

降的趋势。定理3表明,填充函数向区间S2 移动,那么P(x,x*
1 ,r,q)将继续保持下降的趋势。而定理4保证

了P(x,x*
1 ,r,q)在区间S2 上有一个上升的方向,进一步确保了填充函数在区间S2 上的收敛性。

本文针对一类具有特殊结构性质的复合函数优化问题,基于函数下降(上升)段的定义,成功地将文献[20]
提出的填充函数(1)推广至非光滑优化领域。
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Non-Smooth
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Function
 

Method

CHEN
 

Qiao
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Chongqing
 

Normal
 

University,
 

Chongqing
 

401331,
 

China)

Abstract:
 

Filled
 

function
 

methods
 

for
 

nonsmooth
 

optimization
 

problems
 

are
 

discussed.
 

Based
 

on
 

the
 

concept
 

of
 

function
 

descent
 

(ascent)
 

segments,
 

two
 

new
 

properties
 

concerning
 

function
 

descent
 

(ascent)
 

segments
 

are
 

proposed.
 

Utilizing
 

these
 

properties,
 

a
 

class
 

of
 

nonsmooth
 

filled
 

functions
 

with
 

special
 

structures
 

is
 

investigated.
 

The
 

two
 

parameters
 

filled
 

function
 

method
 

from
 

existing
 

literature
 

is
 

extended
 

to
 

nonsmooth
 

optimization,
 

making
 

it
 

applicable
 

for
 

solving
 

optimization
 

problems
 

with
 

particular
 

structural
 

features.
 

The
 

key
 

findings
 

represent
 

significant
 

improvements
 

and
 

generalizations
 

of
 

current
 

methodologies
 

in
 

the
 

field.
Keywords:

 

global
 

optimization;
 

global
 

minimizer;
 

local
 

minimizer;
 

filled
 

function
 

method;
 

non-smooth
 

optimization
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