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摘要:研究一类不确定非光滑半无限多目标优化问题的最优性条件与对偶问题。首先,提出了严格广义凸性和ε-严格拟

广义凸性的定义。其次,利用Clarke次微分,在ε-严格拟广义凸性条件下建立了ε-拟有效解的充分最优性条件。最后,在

广义凸性条件和严格广义凸性条件下,分别建立了ε-拟弱有效解和ε-拟有效解的 Wolfe型对偶,研究了弱对偶、强对偶以

及逆对偶定理。所得结果完善了不确定非光滑半无限多目标优化问题的相关理论。
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多目标优化问题是指由多个相互冲突或相互影响的目标所组成的一类最优化问题,要求在可行域上同时使

多个目标都达到最优。多目标优化问题与经济管理、工程优化设计、物流配送、生产管理、路径规划等诸多领域

有紧密联系[1-3],已成为国际最优化领域的研究热点之一。多目标优化问题依据目标函数和约束函数是否可微

分为光滑优化和非光滑优化。非光滑优化问题在图像复原、信号处理、神经网络、资源分配等领域有广泛应用[4-5]。
最优性条件和对偶理论是多目标问题研究的热点,目前,已取得了一些重要成果。Chuong等人[6]考虑了一

类非光滑半无限多目标优化问题,利用极限次微分,研究了在(严格)广义凸性条件下有效解和弱有效解的充分

条件,并建立了弱对偶和强对偶;Chuong等人[7]建立了非光滑多目标优化问题近似Pareto解的充要条件及其

Wolfe型对偶;Kabgani等人[8]研究了非光滑半无限多目标规划问题的弱/真/鲁棒有效解,给出了所考虑问题解

的各种充要最优性条件;Lee等人[9]建立了可微半无限不确定多目标优化问题的 KKT鲁棒最优性条件及其

Wolfe型对偶;周俊屹等人[10]针对非光滑非凸实值函数的鲁棒多目标优化问题,利用极限法锥和极限次微分,在
(严格)广义伪凸条件下研究一类鲁棒有效解的最优性条件和强弱对偶;Fakhar等人[11]引入n 次广义凸性新概

念,并应用于非光滑鲁棒多目标优化问题,给出了鲁棒拟(弱)有效解的非光滑鲁棒最优性条件和鲁棒n 次

Mond-Weir对偶性;Son等人[12]利用Clarke次微分研究半无限向量优化问题近似解的最优性条件及其对偶;

Sun等人[13]研究了非线性半无限规划的鲁棒近似拟最优解,利用一种新的鲁棒型次微分约束品性和广义凸性,
建立近似最优性条件和混合型鲁棒近似对偶;Pham[14]利用 Mordukhovich/极限次微分讨论了一类非光滑无限

优化问题的ε-拟最优解及其混合对偶。Pham等人[15]研究了一类不确定非光滑半无限规划问题,建立了ε-拟弱

有效解的最优性条件及其 Mond-Weir型对偶。
受文献[6-15]等研究工作的启发,本文主要在文献[15]基础上,在ε-严格拟广义凸性条件下,利用Clarke次

微分得到ε-拟有效解的充分最优性条件,并建立了ε-拟弱有效解和ε-拟有效解的 Wolfe型对偶,分别讨论了原

问题与 Wolfe型对偶问题之间的对偶性。

1 预备知识

设Rn 是n 维欧氏空间,· 表示欧几里得范数,<·,·>表示Rn 空间中的内积,集合Ω⊂Rn 的闭包和内部
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分别用clΩ 和intΩ 表示,B 表示 Rn 的封闭单位球。Ω⊂Rn 的极锥用Ω°={y∈Rn <y,x>≤0,∀x∈Ω}表示。

Rn 的非负象限为Rn
+={(x1,…,xn)xi≥0,i=1,…,n},Rn

+的拓扑内部用intRn
+表示,其中e=(1,1,…,1)∈

Rm。考虑Rn 中序关系:u≺v⇔u-v∈-intRn
+,u≺/v是u≺v的否定,u⪯v⇔u-v∈-Rn

+\{0},u⪯/v是u⪯v
的否定。

定义1[4] 函数f:Rn→R在点
 

x∈Rn 处是局部Lipschitz连续的,如果存在正数L>0,并且在
 

x 的开邻域

U 上,对于任意的x1,x2∈U,有:

f(x1)-f(x2)≤L x1-x2 。

定义2[4] 1)
 

设函数f:Rn→R在点
 

x∈Rn 处是局部Lipschitz连续的,则函数f 在点
 

x 处关于方向d∈Rn

的Clarke广义方向导数为:

fC(x;d)=limsup
x→x,t↓0

f(x+td)-f(x)
t

。

2)
 

设函数f:Rn→R在点
 

x∈Rn 处是局部Lipschitz连续的,则函数f 在点
 

x 处关于方向d∈Rn 的Clarke
次微分为:

∂Cf(x)={y∈Rn fC(x;d)≥<y,d>,∀d∈Rn}。
定义3[15] 1)

 

设Ω⊂Rn 是非空闭集以及
 

x∈Ω,集合 Ω 在
 

x 处的 Clarke切锥定义为 TC(x;Ω)=
{v∈Rn dC

Ω(x;v)=0},其中dC
Ω 为Ω 的距离函数。

2)
 

设Ω⊂Rn 是非空闭集以及
 

x∈Ω,集合Ω 在
 

x 处的Clarke法锥定义为NC(x;Ω)=TC(x;Ω)°。

3)
 

设Ω⊂Rn 是非空闭凸集以及
 

x∈Ω,则Clarke法锥NC(x;Ω)退化为凸分析中经典的法锥 N(x;Ω),即

N(x;Ω)={z∈Rn
 

<z,y-x>≤0,∀y∈Ω}。
定义4[15] 设T 是非空无限指标集且  t⊂Rq,t∈T 是凸紧集。令gt:Rn× t→R,∀t∈T,称gt 是在t∈

T 上关于
 

x 的一致局部Lipschitz函数,如果对于任意的
 

x∈Rn,存在正数L>0,在
 

x 的邻域U 上以及vt∈ t,
使得:

gt(x1,vt)-gt(x2,vt)≤L x1-x2 ,∀x1,x2∈U,∀vt∈ t,t∈T。
考虑如下不确定非光滑半无限多目标优化问题:

(USIVP)
 

min
 

f(x)=(f1(x),f2(x),…,fm(x)),

s.t.
 

gt(x,vt)≤0,∀t∈T,x∈Ω,

其中:T 是非空无限指标集,Ω⊂Rn 是非空闭子集,fk:Rn→R,k=1,2,…,m 是局部Lipschitz函数。gt:Rn×
 t→R,t∈T 是在t∈T 上关于x 的一致局部Lipschitz函数,假设vt∈ t,t∈T 是不确定参数, t⊂Rq,t∈T 是

凸紧集。不确定集值映射  :T →→Rq 被定义为  (t)= t,对所有的t∈T 成立。记号v∈ 表示v 是  的一个选

择,即v:T→Rq 且对于所有的t∈T,有vt∈ t。因此,不确定集是  的图,即gph ={(t,vt)vt∈ t,t∈T}。
问题(USIVP)的鲁棒对应为:

(RSIVP)
 

min
 

f(x)=(f1(x),f2(x),…,fm(x)), 
s.t.

 

gt(x,vt)≤0,∀vt∈ t,∀t∈T,x∈Ω,
则可行集为:

F={x∈Ω gt(x,vt)≤0,∀vt∈ t,∀t∈T}。

定义5[15] 设T 是任意的指标集且(T)表示T 的超体积,R(T)是线性空间且被定义为:

R(T)={λ=(λt)t∈T 只有有限个t∈T,λt≠0},

R(T)的正极锥定义为

R(T)
+ ={λ∈R(T)λt≥0,∀t∈T},

其中,λ∈R(T),T(λ)={t∈T λt≠0}是T 的有限子集。对于gt,t∈T,有:

∑
t∈T

λtgt=
∑

t∈T(λ)
λtgt,T(λ)≠ ∅,

0,T(λ)=∅。
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定义6[7] 1)
 

设ε=(ε1,…,εm)∈Rm
+\{0},f=(f1,…,fm)。称

 

x∈F 是问题(RSIVP)的ε-拟弱有效解,
若不存在x∈F,使得fk(x)+εk x-x <fk(x),k=1,…,m。

2)
 

设ε=(ε1,…,εm)∈Rm
+\{0},f=(f1,…,fm)。称

 

x∈F 是问题(RSIVP)的ε-拟有效解,若不存在x∈
F,使得fk(x)+εk x-x ≤fk(x),k=1,…,m,且至少有一个严格不等式成立。

2 最优性条件

定义7[15] 若

NC(x;F)⊆ ∪
λ∈A(x)
vt∈ t

∑
t∈T

λt∂C
xgt(x,vt)  +NC(x;Ω),

则称鲁棒型约束品性在点
 

x∈F 处成立,其中A(x)={λ∈R(T)
+ λtgt(x,vt)=0,∀vt∈ t,∀t∈T}。

引理1[15] (必要条件)设ε=(ε1,…,εm)∈Rm
+\{0},x∈F 是(RSIVP)的ε-拟弱有效解,并在

 

x 处满足鲁棒

型约束品性,则存在α=(α1,…,αm)∈Rm
+,∑

m

k=1
αk =1,vt∈ t,t∈T,λ∈A(x),使得:

0∈∑
m

k=1
αk∂Cfk(x)+∑

t∈T
λt∂C

xgt(x,vt)+∑
m

k=1
αkεkB+NC(x;Ω)。

定义8[15] (鲁棒ε-近似KKT条件)设ε=(ε1,…,εm)∈Rm
+\{0},如果存在α=(α1,…,αm)∈Rm

+,∑
m

k=1
αk =

1,vt∈ t,t∈T,λ∈A(x),使得:

0∈∑
m

k=1
αk∂Cfk(x)+∑

t∈T
λt∂C

xgt(x,vt)+∑
m

k=1
αkεkB+NC(x;Ω),

则称
 

x∈F 满足(RSIVP)的鲁棒ε-近似KKT条件。
下面给出广义凸性和ε-拟广义凸性的定义。
定义9[15] 1)

 

设f=(f1,…,fm),gT=(gt)t∈T,称函数(f,gT)在点
 

x∈Ω 处具有广义凸性,若对任意的

x∈Ω,xk∈∂Cfk(x),k=1,…,m 和xt∈∂C
xgt(x,vt),vt∈ t,t∈T,存在w∈TC(x;Ω),使得:

fk(x)-fk(x)≥<xk,w>,k=1,…,m,

gt(x,vt)-gt(x,vt)≥<xt,w>,∀t∈T,
<b,w>≤ x-x ,∀b∈B。

2)
 

设ε=(ε1,…,εm)∈Rm
+\{0},f=(f1,…,fm),gT=(gt)t∈T,称函数(f,gT)在点

 

x∈Ω 处具有ε-拟广义

凸性,若对任意的x∈Ω,xk∈∂Cfk(x),k=1,…,m 和xt∈∂C
xgt(x,vt),vt∈ t,t∈T,存在w∈TC(x;Ω),使

得:
<xk,w>+εk x-x ≥0⇒fk(x)+εk x-x ≥fk(x),k=1,…,m,

gt(x,vt)≤gt(x,vt)⇒<xt,w>≤0,∀t∈T,
<b,w>≤ x-x ,∀b∈B。

受文献[11-12]的启发,本文给出了严格广义凸性和ε-严格拟广义凸性的定义。
定义10 1)

 

设f=(f1,…,fm),gT=(gt)t∈T,称函数(f,gT)在点
 

x∈Ω 处具有严格广义凸性,若对任意

的x∈Ω\{x},xk∈∂Cfk(x),k=1,…,m 和xt∈∂C
xgt(x,vt),vt∈ t,t∈T,存在w∈TC(x;Ω),使得:

fk(x)-fk(x)><xk,w>,k=1,…,m,

gt(x,vt)-gt(x,vt)≥<xt,w>,∀t∈T,
<b,w>≤ x-x ,∀b∈B。

2)
 

设ε=(ε1,…,εm)∈Rm
+\{0},f=(f1,…,fm),gT=(gt)t∈T,称函数(f,gT)在点

 

x∈Ω 处具有ε-严格拟

广义凸性,若对任意的x∈Ω\{x},xk∈∂Cfk(x),k=1,…,m 和xt∈∂C
xgt(x,vt),vt∈ t,t∈T,存在 w∈

TC(x;Ω),使得:
<xk,w>+εk x-x ≥0⇒fk(x)+εk x-x >fk(x),k=1,…,m,

gt(x,vt)≤gt(x,vt)⇒<xt,w>≤0,∀t∈T,
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<b,w>≤ x-x ,∀b∈B。
注1 函数(f,gT)在点

 

x∈Ω 处具有(严格)广义凸性,则函数(f,gT)在点
 

x∈Ω 处具有ε-(严格)拟广义

凸性。
定理1 (ε-拟有效解的充分条件)设ε=(ε1,…,εm)∈Rm

+\{0},f=(f1,…,fm),gT=(gt)t∈T。假设
 

x∈F
满足鲁棒ε-近似KKT条件,如果函数(f,gT)在点

 

x∈Ω 处具有ε-严格拟广义凸性,则
 

x 是(RSIVP)的ε-拟有

效解。
证明 因为

 

x∈F 满足鲁棒ε-近似KKT条件,所以存在xk∈∂Cfk(x),k=1,…,m,α=(α1,…,αm)∈Rm
+,

∑
m

k=1
αk =1,xt∈∂C

xgt(x,vt),vt∈ t,t∈T,λ∈A(x),b∈B,使得:
 

0∈∑
m

k=1
αkxk +∑

t∈T
λtxt+∑

m

k=1
αkεkb+NC(x;Ω), (1)

则等价于:

- ∑
m

k=1
αkxk +∑

t∈T
λtxt+∑

m

k=1
αkεkb  ∈NC(x;Ω)。

假设
 

x∈F 不是(RSIVP)的ε-拟有效解,则存在
 

x̂∈F 使得:

fk(x̂)≤fk(x)-εk x̂-x ,
 

k=1,…,m, (2)

不等式(2)中至少有一个是严格不等式。显然,x≠x̂,又因为λ∈A(x),则有λtgt(x,vt)=0,∀vt∈ t,t∈T 成

立。由
 

x̂∈F,得λtgt(x̂,vt)≤0,故:

λtgt(x̂,vt)≤0=λtgt(x,vt),t∈T。 (3)

由于函数(f,gT)在点
 

x∈Ω 处具有ε-严格拟广义凸性,则由式(2)和式(3)可知,x̂∈F⊆Ω,xk∈∂Cfk(x),k=
1,…,m,xt∈∂C

xgt(x,vt),vt∈ t,t∈T,且存在w∈TC(x;Ω),使得:

<xk,w>+εk x̂-x <0,k=1,…,m, (4)

λt<xt,w>≤0,∀t∈T, (5)

<b,w>≤ x̂-x ,∀b∈B。 (6)

因为α=(α1,…,αm)∈Rm
+,满足∑

m

k=1
αk =1,由式(4)可得∑

m

k=1
αk<xk,w>+∑

m

k=1
αkεk x̂-x <0,由式(5)可得

∑
t∈T

λt<xt,w>≤0。 再将两者结合有:

∑
m

k=1
αk<xk,w>+∑

m

k=1
αkεk x̂-x +∑

t∈T
λt<xt,w><0,

则由式(6)可得∑
m

k=1
αk<xk,w>+∑

m

k=1
αkεk<b,w>+∑

t∈T
λt<xt,w><0。 由极锥的定义和w∈TC(x;Ω),以及式

(1),有:

∑
m

k=1
αk<xk,w>+∑

m

k=1
αkεk<b,w>+∑

t∈T
λt<xt,w>≥0。

故得到矛盾,则
 

x 是(RSIVP)的ε-拟有效解。 证毕

3 Wolfe型对偶

对于x∈Rn,Ω⊂Rn 是非空闭集,α=(α1,…,αm)∈Rm
+,∑

m

k=1
αk =1,λ∈R(T)

+ ,vt∈ t,f=(f1,…,fm),gT=

(gt)t∈T,ε=(ε1,…,εm)∈Rm
+\{0},将向量函数L=(L1,…,Lm)表示为:

L(x,α,λ)=f(x)+∑
t∈T

λtgt(x,vt)e。

那么不确定非光滑半无限多目标优化问题的鲁棒对应(RSIVP),所对应的 Wolfe型对偶多目标优化问题

(WD)为:
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max
 

L(y,α,λ),

s.t.
 

0∈∑
m

k=1
αk∂Cfk(y)+∑

t∈T
λt∂C

xgt(y,vt)+∑
m

k=1
αkεkB+NC(y;Ω),

vt∈ t,t∈T,

y∈Ω,α=(α1,…,αm)∈Rm
+,∑

m

k=1
αk =1,λ∈R(T)

+ ,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

可行集为:

FWD= (y,α,λ)∈Ω×Rm
+×R(T)

+ 0∈∑
m

k=1
αk∂Cfk(y)+∑

t∈T
λt∂C

xgt(y,vt)+ 

∑
m

k=1
αkεkB+NC(y;Ω),∑

m

k=1
αk =1,vt∈ t,t∈T 。

为了研究原问题解与对偶问题解之间的关系,首先给出下列对偶问题解的概念。
定义11 设ε=(ε1,…,εm)∈Rm

+\{0},L=(L1,…,Lm),(y,α,λ)∈FWD。

1)
 

如果对任意的(y,α,λ)∈FWD,有:

L(y,α,λ)≺/L(y,α,λ)-εy-y ,
则称(y,α,λ)∈FWD 是(WD)的ε-拟弱有效解。

2)
 

如果对任意的(y,α,λ)∈FWD,有:

L(y,α,λ)⪯/L(y,α,λ)-εy-y ,
则称(y,α,λ)∈FWD 是(WD)的ε-拟有效解。

在上述对偶问题解的定义下,给出下列原问题解与对偶问题解之间的关系。
定理2 (弱对偶)设x∈F,(y,α,λ)∈FWD,f=(f1,…,fm),gT=(gt)t∈T,ε=(ε1,…,εm)∈Rm

+\{0},L=
(L1,…,Lm)。

1)
 

若函数(f,gT)在点y∈Ω 处具有广义凸性,则f(x)≺/L(y,α,λ)-ε x-y 。

2)
 

若函数(f,gT)在点y∈Ω 处具有严格广义凸性,则f(x)⪯/L(y,α,λ)-ε x-y 。

证明 因为(y,α,λ)∈FWD,所以存在xk∈∂Cfk(y),k=1,…,m,α=(α1,…,αm)∈Rm
+,∑

m

k=1
αk =1,xt∈

∂C
xgt(y,vt),vt∈ t,t∈T,λ∈R(T)

+ ,使得:

0∈∑
m

k=1
αk∂Cfk(y)+∑

t∈T
λt∂C

xgt(y,vt)+∑
m

k=1
αkεkB+NC(y;Ω),

则等价于:

- ∑
m

k=1
αkxk +∑

t∈T
λtxt+∑

m

k=1
αkεkb  ∈NC(y;Ω)。 (7)

先证明1)。设x∈F,反证:假设f(x)≺L(y,α,λ)-ε x-y ,即<α,f(x)-L(y,α,λ)+ε x-y ><0,

等价于<α,f(x)-f(y)-∑
t∈T

λtgt(y,vt)e+ε x-y><0。 因此,有:

∑
m

k=1
αk[fk(x)-fk(y)]-∑

m

k=1
αk∑

t∈T
λtgt(y,vt)e+∑

m

k=1
αkεk x-y <0。

由于∑
m

k=1
αk =1,则有:

∑
m

k=1
αk[fk(x)-fk(y)]-∑

t∈T
λtgt(y,vt)+∑

m

k=1
αkεk x-y <0。 (8)

由于函数(f,gT)在点y∈Ω 处具有广义凸性,由式(7)以及极锥的定义,对于任意的x,存在w∈TC(y;Ω),
使得:

0≤∑
m

k=1
αk<xk,w>+∑

t∈T
λt<xt,w>+∑

m

k=1
αkεk<b,w>≤
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∑
m

k=1
αk[fk(x)-fk(y)]+∑

t∈T
λt gt(x,vt)-gt(y,vt)  +∑

m

k=1
αkεk x-y =

∑
m

k=1
αk[fk(x)-fk(y)]+∑

t∈T
λtgt(x,vt)-∑

t∈T
λtgt(y,vt)+∑

m

k=1
αkεk x-y

 

。

由x∈F,显然有gt(x,vt)≤0,∀vt∈ t,t∈T,则∑
t∈T

λtgt(x,vt)≤0。 结合该式有:

0≤∑
m

k=1
αk[fk(x)-fk(y)]-∑

t∈T
λtgt(y,vt)+∑

m

k=1
αkεk x-y 。 (9)

式(8)和式(9)矛盾,故f(x)≺/L(y,α,λ)-ε x-y 成立。
再证明2)。设x∈F,

 

反证:假设f(x)⪯L(y,α,λ)-ε x-y ,即<α,f(x)-L(y,α,λ)+ε x-y >≤0,

等价于<α,f(x)-f(y)-∑
t∈T

λtgt(y,vt)e+ε x-y>≤0。 因此,

∑
m

k=1
αk[fk(x)-fk(y)]-∑

m

k=1
αk∑

t∈T
λtgt(y,vt)e+∑

m

k=1
αkεk x-y ≤0。

由于∑
m

k=1
αk =1,则有:

∑
m

k=1
αk[fk(x)-fk(y)]-∑

t∈T
λtgt(y,vt)+∑

m

k=1
αkεk x-y ≤0。 (10)

从上面式子可知x≠y,否则假设x=y,则有:

f(x)-L(y,α,λ)=f(x)-f(x)-∑
t∈T

λtgt(x,vt)e=-∑
t∈T

λtgt(x,vt)e,

-∑
t∈T

λtgt(x,vt)e∈-Rm
+\{0},即∑

t∈T
λtgt(x,vt)e∈Rm

+\{0},这是不可能的。因为x∈F 有gt(x,vt)≤0,则

∑
t∈T

λtgt(x,vt)≤0,所以x≠y。由于函数(f,gT)在点y∈Ω 处具有严格广义凸性,由式(7)以及极锥的定义,

对于任意的x,存在w∈TC(y;Ω),使得:

0≤∑
m

k=1
αk<xk,w>+∑

t∈T
λt<xt,w>+∑

m

k=1
αkεk<b,w><

∑
m

k=1
αk[fk(x)-fk(y)]+∑

t∈T
λt[gt(x,vt)-gt(y,vt)]+∑

m

k=1
αkεk x-y =

∑
m

k=1
αk[fk(x)-fk(y)]+∑

t∈T
λtgt(x,vt)-∑

t∈T
λtgt(y,vt)+∑

m

k=1
αkεk x-y

 

。

由x∈F,显然有gt(x,vt)≤0,∀vt∈ t,t∈T,则∑
t∈T

λtgt(x,vt)≤0。 结合该式有:

0<∑
m

k=1
αk[fk(x)-fk(y)]-∑

t∈T
λtgt(y,vt)+∑

m

k=1
αkεk x-y 。 (11)

式(10)和式(11)矛盾,故f(x)⪯/L(y,α,λ)-ε x-y 成立。 证毕

注2 若去掉广义凸性,则定理2无法成立。
例1 设f:R→R2,其中f=(f1(x),f2(x))=(x3+x5,x+x3),x∈R,取T=[0,1],vt∈ t=[0,3+t],

设gt:R× t→R,其中gt(x,vt)=-vt(x2+x4),x∈R,vt∈ t,t∈T。考虑(RSIVP),m=2,Ω=(-∞,0]⊂

R。通过计算可知,F=(-∞,0]。考虑问题(WD),取
 

y=0∈Ω,B=[-1,1],α=(α1,α2)=
3
4
,1
4  ∈R2+,λ∈

R(T)
+ ,ε=(ε1,ε2)=

1
4
,1
4  ∈R2+\{0}。因为对任意的vt∈ t 和t∈T 有:

NC(y;Ω)=[0,+∞),∂Cf1(y)={0},∂Cf2(y)={1},∂C
xgt(y,vt)={0},

所以∑
m

k=1
αk∂Cfk(y)+∑

t∈T
λt∂C

xgt(y,vt)+∑
m

k=1
αkεkB +NC(y;Ω)=

1
4  +{0}+ -

1
4
,1
4

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +[0,+ ∞)=

[0,+∞),因此0∈[0,+∞),从而可得(y,α,λ)∈FWD。
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如果取
 

x=-1∈F,则有f(x)=(-2,-2),L(y,α,λ)-ε x-y =f(y)+∑
t∈T

λtgt(y,vt)e-

ε x-y =(0,0)+(0,0)-
1
4
,1
4  = -

1
4
,-
1
4  ,故f(x)≺L(y,α,λ)-ε x-y ,因此定理2不成立。

这是因为函数(f,gT)在点y=0∈Ω 处不满足广义凸性,即x1=0∈∂Cf1(y)={0},x2=1∈∂Cf2(y)={1},

TC(y;Ω)=(-∞,0],取y=-1∈Ω 时,有f1(y)-f1(y)=-2,且对任意w∈TC(y;Ω)有<x1,w>=0,即

f1(y)-f1(y)<<x1,w>。

定理3 (强对偶)设f=(f1,…,fm),gT=(gt)t∈T,ε=(ε1,…,εm)∈Rm
+\{0},L=(L1,…,Lm),假设

 

x∈

F 是(RSIVP)的ε-拟弱有效解,并且在此点处满足鲁棒型约束品性,则存在(α,λ)∈Rm
+×R(T)

+ ,使得(x,α,λ)∈

FWD 且f(x)=L(x,α,λ)。

1)
 

若函数(f,gT)在点y∈Ω 处具有广义凸性,则(x,α,λ)是问题(WD)的ε-拟弱有效解。

2)
 

若函数(f,gT)在点y∈Ω 处具有严格广义凸性,则(x,α,λ)是问题(WD)的ε-拟有效解。

证明 由引理1可知,存在α=(α1,…,αm)∈Rm
+,∑

m

k=1
αk =1,vt∈ t,t∈T,λ∈A(x),使得:

0∈∑
m

k=1
αk∂Cfk(x)+∑

t∈T
λt∂C

xgt(x,vt)+∑
m

k=1
αkεkB+NC(x;Ω)。 (12)

令:

αk =
αk

∑
m

k=1
αk

,k=1,…,m,λt=
λt

∑
m

k=1
αk

,t∈T,

其中:α=(α1,…,αm)∈Rm
+,∑

m

k=1
αk=1,λ=(λt)t∈T ∈R(T)

+ 。 又因为: 1

∑
m

k=1
αk

NC(x;Ω)⊂NC(x;Ω),故当αk、λt

被
 

αk、λt 所代替,式(12)仍然成立,即:

0∈∑
m

k=1
αk∂Cfk(x)+∑

t∈T
λt∂C

xgt(x,vt)+∑
m

k=1
αkεkB+NC(x;Ω)。

因此有(x,α,λ)∈FWD。又由A(x)={λ∈R(T)
+ λtgt(x,vt)=0,∀vt∈ t,∀t∈T},则有λtgt(x,vt)=0,

∀vt∈ t,∀t∈T 成立,故有∑
t∈T

λtgt(x,vt)=
1

∑
m

k=1
αk

∑
t∈T

λtgt(x,vt)=0,则:

f(x)=f(x)+∑
t∈T

λtgt(x,vt)e=L(x,α,λ)。

先证明1)。因为函数(f,gT)在点y∈Ω 处具有广义凸性,则由弱对偶定理中的1),L(x,α,λ)=f(x)≺/

L(y,α,λ)-ε x-y ,对于任意点(y,α,λ)∈FWD,则(x,α,λ)是问题(WD)的ε-拟弱有效解。

再证明2)。因为函数(f,gT)在点y∈Ω 处具有严格广义凸性,则由弱对偶定理中的2),L(x,α,λ)=

f(x)⪯/L(y,α,λ)-ε x-y ,对于任意点(y,α,λ)∈FWD,则(x,α,λ)是问题(WD)的ε-拟有效解。 证毕

注3 若去掉鲁棒型约束品性,则定理3不成立。
例2 设f:R→R2,其中f=(f1(x),f2(x))=(2x+sin

 

x,3x+cos
 

x),x∈R,取T=[0,1],vt∈ t=[1,

3+2t],设gt:R× t→R,其中gt(x,vt)=vt(2x2+x2sin
 

x),x∈R,vt∈ t,t∈T。考虑问题(RSIVP),m=2,

Ω=(-∞,0]⊂R。通过计算可知,F={0}。取
 

x=0∈F,则f(x)=(f1(x),f2(x))=(0,1)。令ε=(ε1,ε2)=
1
8
,1
8  ∈R2+\{0}。对任意 x∈F 有f1(x)+ε1 x-x =2x+sin

 

x+
1
8 x =0≥f1(x),f2(x)+

ε2 x-x =3x+cos
 

x+
1
8 x =1≥f2(x),即不存在x∈F,使得fk(x)+εk x-x <fk(x),k=1,2,因此
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x 是问题(RSIVP)的ε-拟弱有效解。考虑问题(WD),取
 

x=0∈Ω,ε=(ε1,ε2)=
1
8
,1
8  ∈R2+\{0}以及任取

λ∈R(T)
+ ,α=(α1,α2)∈R2+满足α1+α2=1。因为对任意的vt∈ t 和t∈T 有:NC(x;Ω)=[0,+∞),∂Cf1(x)=

∂Cf2(x)={3},∂C
xgt(x,vt)={0}。由于∑

m

k=1
αk∂Cfk(x)+∑

t∈T
λt∂C

xgt(x,vt)+∑
m

k=1
αkεkB+NC(x;Ω)={3}+

{0}+ -
1
8
,1
8

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 +[0,+∞)=
23
8
,+∞􀭠

􀭡

􀪁􀪁  ,则0∉ 238,+∞􀭠
􀭡

􀪁􀪁  ,故(x,α,λ)∉FWD,即不存在(α,λ)∈Rm
+×R(T)

+ ,

使得(x,α,λ)∈FWD 成立。这是因为这里所找的点
 

x∈F 不满足鲁棒型约束品性,从而导致结论不成立。具体

而言,NC(x;F)=R,NC(x;Ω)=[0,+∞),对任意的t∈T 有∂C
xgt(x,vt)={0},及

∪
λ∈A(x)
vt∈ t

∑
t∈T

λt∂C
xgt(x,vt)  +NC(x;Ω)={0}+[0,+∞)=[0,+∞)。

因此在
 

x∈F 处不满足鲁棒型约束品性。
定理4 (逆对偶)设f=(f1,…,fm),gT=(gt)t∈T,ε=(ε1,…,εm)∈Rm

+\{0},L=(L1,…,Lm),假设(x,

α,λ)∈FWD 且f(x)=L(x,α,λ)。

1)
 

若
 

x∈F 且函数(f,gT)在点
 

x∈Ω 处具有广义凸性,则
 

x 是(RSIVP)的ε-拟弱有效解。

2)
 

若
 

x∈F 且函数(f,gT)在点
 

x∈Ω 处具有严格广义凸性,则
 

x 是(RSIVP)的ε-拟有效解。

证明 假设(x,α,λ)∈FWD,所以存在xk∈∂Cfk(x),k=1,…,m,α=(α1,…,αm)∈Rm
+,∑

m

k=1
αk =1,xt∈

∂C
xgt(x,vt),vt∈ t,t∈T,λ∈R(T)

+ ,b∈B,使得:

0∈∑
m

k=1
αk∂Cfk(x)+∑

t∈T
λt∂C

xgt(x,vt)+∑
m

k=1
αkεkB+NC(x;Ω),

则等价于:

- ∑
m

k=1
αkxk +∑

t∈T
λtxt+∑

m

k=1
αkεkb  ∈NC(x;Ω)。 (13)

先证明1)。反证:假设
 

x 不是问题(RSIVP)的ε-拟弱有效解。则存在
 

x̂∈F,使得:

fk(x̂)<fk(x)-εk x̂-x ,k=1,…,m,
从而:

∑
m

k=1
αkfk(x̂)<∑

m

k=1
αkfk(x)-∑

m

k=1
αkεk x̂-x ,k=1,…,m, (14)

其中:α=(α1,…,αm)∈Rm
+,∑

m

k=1
αk=1。 由于函数(f,gT)在点

 

x∈Ω 处具有广义凸性,对于任意的
 

x̂,存在w∈

TC(x;Ω),使得:

fk(x̂)-fk(x)≥<xk,w>,k=1,…,m,

gt(x̂,vt)-gt(x,vt)≥<xt,w>,∀t∈T,

<b,w>≤ x̂-x ,∀b∈B。
由极锥的定义,以及式(13)可得:

0≤∑
m

k=1
αk<xk,w>+∑

t∈T
λt<xt,w>+∑

m

k=1
αkεk<b,w>≤

∑
m

k=1
αk[fk(x̂)-fk(x)]+∑

t∈T
λt[gt(x̂,vt)-gt(x,vt)]+∑

m

k=1
αkεk x̂-x =

∑
m

k=1
αkfk(x̂)-∑

m

k=1
αkfk(x)+∑

t∈T
λtgt(x̂,vt)-∑

t∈T
λtgt(x,vt)+∑

m

k=1
αkεk x̂-x

 

。

因此,由f(x)=L(x,α,λ)=f(x)+∑
t∈T

λtgt(x,vt)e 可以得到∑
t∈T

λtgt(x,vt)e=(0,…,0)∈Rm,所以

∑
t∈T

λtgt(x,vt)=0。 又由x̂∈F,有gt(x̂,vt)≤0,则∑
t∈T

λtgt(x̂,vt)≤0。 故:
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∑
m

k=1
αkfk(x)=∑

m

k=1
αkfk(x)+∑

t∈T
λtgt(x,vt)≤

∑
m

k=1
αkfk(x̂)+∑

t∈T
λtgt(x̂,vt)+∑

m

k=1
αkεk x̂-x ≤∑

m

k=1
αkfk(x̂)+∑

m

k=1
αkεk x̂-x

 

。

即:

∑
m

k=1
αkfk(x)-∑

m

k=1
αkεk x̂-x ≤∑

m

k=1
αkfk(x̂)。 (15)

故式(14)和式(15)相互矛盾,则
 

x 是问题(RSIVP)的ε-拟弱有效解。
再证明2)。反证:假设

 

x 不是问题(RSIVP)的ε-拟有效解。则存在x̂∈F,使得:

fk(x̂)≤fk(x)-εk x̂-x ,k=1,…,m,

上式至少有一个严格不等式成立。显然
 

x≠x̂,从而:

∑
m

k=1
αkfk(x̂)≤∑

m

k=1
αkfk(x)-∑

m

k=1
αkεk x̂-x ,k=1,…,m, (16)

其中
 

α=(α1,…,αm)∈Rm
+,∑

m

k=1
αk =1。 由于函数(f,gT)在点

 

x∈Ω 处具有严格广义凸性,对于任意的x̂,存在

w∈TC(x;Ω),使得:

fk(x̂)-fk(x)><xk,w>,k=1,…,m,

gt(x̂,vt)-gt(x,vt)≥<xt,w>,∀t∈T,

<b,w>≤ x̂-x ,∀b∈B。
由极锥的定义,以及式(13)可得:

0≤∑
m

k=1
αk<xk,w>+∑

t∈T
λt<xt,w>+∑

m

k=1
αkεk<b,w><

∑
m

k=1
αk[fk(x̂)-fk(x)]+∑

t∈T
λt gt(x̂,vt)-gt(x,vt)  +∑

m

k=1
αkεk x̂-x =

∑
m

k=1
αkfk(x̂)-∑

m

k=1
αkfk(x)+∑

t∈T
λtgt(x̂,vt)-∑

t∈T
λtgt(x,vt)+∑

m

k=1
αkεk x̂-x

 

。

因此,由f(x)=L(x,α,λ)=f(x)+∑
t∈T

λtgt(x,vt)e 可以得到∑
t∈T

λtgt(x,vt)e=(0,…,0)∈Rm,所以

∑
t∈T

λtgt(x,vt)=0。 又由x̂∈F,有gt(x̂,vt)≤0,则有∑
t∈T

λtgt(x̂,vt)≤0。 故:

∑
m

k=1
αkfk(x)=∑

m

k=1
αkfk(x)+∑

t∈T
λtgt(x,vt)<

∑
m

k=1
αkfk(x̂)+∑

t∈T
λtgt(x̂,vt)+∑

m

k=1
αkεk x̂-x ≤∑

m

k=1
αkfk(x̂)+∑

m

k=1
αkεk x̂-x ,

即:

∑
m

k=1
αkfk(x)-∑

m

k=1
αkεk x̂-x <∑

m

k=1
αkfk(x̂)。 (17)

故式(16)和式(17)相互矛盾,则
 

x 是问题(RSIVP)的ε-拟有效解。 证毕

4 结论

本文研究了一类不确定非光滑半无限多目标优化问题的最优性条件及其对偶。在 Wolfe型对偶模型下,分
别给出了原问题与 Wolfe型对偶问题之间的对偶关系,并得到了相应的弱对偶、强对偶以及逆对偶定理。如何

进一步提出其他的对偶模型以及鞍点定理,在更弱的广义凸性和约束品性下进行研究是非常有意义的。
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Abstract:
 

It
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optimality
 

conditions
 

and
 

dual
 

problems
 

for
 

a
 

category
 

of
 

uncertain
 

nonsmooth
 

semi-infinite
 

multi-objective
 

optimization
 

issues.
 

Initially,
 

the
 

definitions
 

of
 

the
 

strictly
 

generalized
 

convexity
 

and
 

the
 

strictly
 

ε-quasi
 

generalized
 

convexity
 

are
 

presented.
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the
 

sufficient
 

optimality
 

condition
 

for
 

the
 

ε-quasi
 

efficient
 

solution
 

is
 

established
 

under
 

the
 

strictly
 

ε-quasi
 

generalized
 

convexity
 

conditions
 

utilizing
 

the
 

Clarke
 

subdifferential.
 

Finally,
 

Wolfe-type
 

dual
 

problems
 

of
 

ε-quasi-weakly
 

efficient
 

solution
 

and
 

ε-quasi
 

efficient
 

solution
 

are
 

established
 

under
 

the
 

generalized
 

convexity
 

and
 

strictly
 

generalized
 

convexity
 

conditions,
 

respectively,
 

weak
 

dual
 

theorem,
 

strong
 

dual
 

theorem
 

and
 

converse
 

dual
 

theorem
 

are
 

studied.
 

The
 

results
 

acquired
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the
 

theory
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uncertain
 

nonsmooth
 

semi-infinite
 

multi-objective
 

optimization
 

issues.
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