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摘要:结合传统的数值分析技术,寻求一种高精度的稀疏识别方法,重构非线性动力系统。首先,需要构造一个合适的基

函数库,利用该基函数库近似潜在的非线性动力系统。其次,应用线性多步方法离散近似后的非线性动力系统。然后,在

状态数据含噪声的情况下,引入广义最小二乘方法的原理,计算噪声残差项的近似协方差矩阵,并利用该矩阵对上述过程

得到的优化问题进行加权,从而降低噪声对模型识别结果的影响。最后,通过子空间追踪算法从数据中挑选出系数误差

最小的特征集合作为下一次迭代的基函数库,并在迭代终止以后,使用最小二乘方法计算保留下来的特征的对应系数值。

得到了稀疏识别非线性动力系统的高精度线性多步子空间追踪算法,且该算法具有较好的鲁棒性。通过数值分析验证了

该算法的有效性。
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随着科学技术的快速发展,社会的生产效率和居民的生活质量得到持续提升,越来越多的数据能够被记录

并利用起来。因此如何从数量庞大且冗杂的数据中挖掘出潜在的且有意义的动态规律,并利用所学到的动态过

程进行设计、控制和决策,逐渐发展成了一种令人着迷的科学研究,即模型识别。尤其在近些年,针对常微分方

程和偏微分方程,人们做了许多的研究工作来发现隐藏在数据里的关键信息[1-2]。
由先前的研究可知,模型识别的过程往往需要足够庞大的数据集和基函数库作为支撑,尤其对于高维复杂

的问题而言,模型识别的难度也会随之增加。面对这种情况,人们通常会采用稀疏回归的方法进行处理[3]。众

所周知,稀疏回归方法的本质是求解一个范数最小化问题,且该问题通常可以用LASSO算法[4]或STLS算法[5]

进行求解。另外,这类算法中最具有代表性的算法是SINDy算法[5],该算法背后的依据是,基函数库中的特征只

有一小部分对动态过程是有意义的,因此能否从基函数库中构建出正确的模型框架往往对模式识别起着关键的

作用。在过去的研究中,SINDy算法已经被证实在模型识别问题上具有突出的表现[6-10]。并且,与经典的数值方

法相结合的SINDy衍化算法被发现用于识别潜在动力模型也非常有效。例如,Goyal等人[11]提出的基于龙格库

塔方法的SINDy衍化算法,该算法不仅具备了龙格库塔方法的高精度的特点,同时还具备了SINDy算法在稀疏

识别上的优势。还有Chen[3]提出的基于线性多步方法的SINDy衍化算法,其中的优化问题利用STLS算法进

行求解。此外,基于线性多步方法的神经网络算法[12-13]也展现出了很好的模型识别能力。
子空间追踪算法[14]是求解l0 范数优化问题的一类优秀算法,目前尚未见到该算法与线性多步方法结合用

于模型识别的相关研究。基于此,本文提出了一种基于线性多步方法和子空间追踪算法的稀疏识别方法,即线

性多步子空间追踪(linear
 

multistep
 

method
 

subspace
 

pursuit,LMM-SP)算法。该方法首先需要构造一个包含

所有可能的合适的基函数库,利用该基函数库近似潜在动力系统。然后应用线性多步方法离散近似后的动力系

统,与应用欧拉方法离散动力系统相比,本文的方法具有更高的精度。随后,利用子空间追踪算法[14]解决上述过

程得到的范数最小化问题,并在子空间追踪算法的每一次迭代过程中,挑选出系数误差最小的特征集合作为下

一次迭代的基函数库。在迭代终止以后,根据输出的最小特征集,使用最小二乘方法计算保留下来的特征的对

应系数值。与LASSO算法和STLS算法相比,子空间追踪算法可以将稀疏性作为输入,从而直接控制重构系数
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的稀疏性[15]。不过,由于现实生活中收集到的数据往往是带有噪声的观测数据,直接从这样的数据中去识别潜

在动力模型,可能会导致识别的结果具有较大的误差。基于此,本文结合广义最小二乘方法求解线性回归问题,
目的是使所得估计为最佳线性无偏估计,并提高模型识别的精度和鲁棒性。

1 问题描述

一般的非线性动力系统可以表示为:

x·(t)=f(x(t)),x(0)=x0,0≤t≤T, (1)
其中:x 表示状态变量向量,f 是依赖于x 的右端函数向量,且f 是未知的。在这里,向量x0=[x1(0),x2(0),…,

xd(0)]T 表示动力系统(1)的初始条件,d 表示动力系统的维数。设 N 为正整数,令h=T/N 表示时间步长,

tn=nh,n=0,1,…,N。那么该非线性动力系统的状态数据矩阵可以表示为:

X=  

x1(t0) x2(t0) … xd(t0)

x1(t1) x2(t1) … xd(t1)
︙ ︙ ︙

x1(tN) x2(tN) … xd(tN)
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,

右端函数矩阵可以表示为:

F(X)=  

f1(x(t0)) f2(x(t0)) … fd(x(t0))

f1(x(t1)) f2(x(t1)) … fd(x(t1))
︙ ︙ ︙

f1(x(tN)) f2(x(tN)) … fd(x(tN))
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。

接下来,需要挖掘隐藏在状态数据x 里的潜在模型f。根据以往的经验,首先需要构建一个包含所有可能候

选基函数的基函数库φj(x)。并且,为了找到一个合适的基函数库,一般会对潜在的动力系统进行更多的了解和

专业分析,对其中包含的特征种类进行预挑选,使得最终确定下来的基函数库尽可能覆盖精确的动力系统,从而

提高模型识别的精度。一般来说,可以假设状态函数fi(x),i=1,2,…,d 是基函数库φj(x)的一个线性组合:

x·i=fi(x)=∑
q

j=1
c*

jiφj(x),i=1,2,…,d, (2)

其中:c*
ji 是对应基函数φj(x)的系数,q表示基函数库中元素的个数。为了简便,将式(2)写为如下矩阵形式:

X
·
=Φ(X)C*, (3)

Φ(X)=  

φ1(x(t0)) φ2(x(t0)) … φq(x(t0))

φ1(x(t1)) φ2(x(t1)) … φq(x(t1))
︙ ︙ ︙

φ1(x(td)) φ2(x(td)) … φq(x(td))

 

􀭠

􀭡

􀪁
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,

X
·
=  

x·1(t0) x·2(t0) … x·d(t0)

x·1(t1) x·2(t1) … x·d(t1)
︙ ︙ ︙

x·1(tN) x·2(tN) … x·d(tN)

 

􀭠
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,C*=  

c*
11 c*

12 … c*
1d

c*
21 c*

22 … c*
2d

︙ ︙ ︙

c*
q1 c*

q2 … c*
qd
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。

其中:Φ(X)表示特征矩阵,C*表示未知的系数矩阵。由于大多数动力模型的右端往往由少量的几个特征所刻

画,因此矩阵C*中的元素大多数都为0,只有极少部分元素是非零的,那么只需要寻找方程(3)的稀疏解。
基函数库一般由数据矩阵X 的单项式和三角函数组成:

Φ(X)=[1,X,X2,…,Xk,…,sin(X),cos(X),…],
其中:Xk 表示一个单项式矩阵且列向量由X 矩阵中列向量的所有可能的k次单项式组成。

注1 当所给的动力方程不能直接被上述候选基函数表示时,一种常用的解决方法是引入额外的候选基函

数,通过调整基函数库和加入有助于逼近目标函数的函数形式,可以提高模型识别的精度。不过,对于复杂的非

线性函数,例如有理函数和复合函数,这种改进方法对于提高模型识别的准确性可能仍然有限。近些年来,随着

14第3期            江月梅,等:基于子空间追踪和线性多步方法的模型识别



机器学习技术的发展和该技术在解决传统数值问题上的优点,可以选用两层神经网络中的线性随机特征函数来

近似动力方程的右端项,笔者的后续工作中也证实了使用这种方法构造基函数库用于模型识别具有较好的精度

和鲁棒性。
注2 对于不能直接使用基函数表示所给方程的这种情况,可以采用预测误差来评价估计量的质量。首先

设置训练集和测试集,在训练集上使用模型识别方法重构潜在的动力模型,再应用得到的动力模型进行预测,将
预测值与测试集中的真实值进行比较,得出预测误差,较小的预测误差表示估计量有较好的拟合能力。

注3 基于已有的研究工作可知,绝大多数稀疏识别方法都需要采用确定的基函数库来重构动力方程。在

未知原函数的情况下,可以根据动力系统的物理特性和动力学原理,选择与系统行为和结构相关的基函数。例

如,多项式函数可以逼近非线性关系,正余弦函数可以表示振动的周期性行为,指数函数可以表示指数衰减或增

长。通过这种方式,可以提高模型识别的准确性。
为了呈现所提出的方法从不同质量的数据中挖掘隐藏动力模型的性能,考虑在精确数据中加入不同水平的

噪声,并将加入噪声以后得到的数据表示为观测数据:Y=X+ε,其中:Y 是对应精确数据矩阵X 的观测数据矩

阵,ε表示一个均值为0、方差为σ2 且独立同分布的高斯白噪声矩阵,ε=[ε1,…,εd]且ε∈R(N+1)×d。那么,不难

发现未知函数f(x)的问题现在被归结为求解一个稀疏系数矩阵C∈Rq×d,使得C 满足:

Y
·
≈Φ(Y)C, (4)

其中:Y
·

是对应观测矩阵Y 的数值时间导数矩阵,Φ(Y)是与Φ(X)类似定义的基函数库。
接下来,需要使用稀疏回归的方法求解问题(4),也就是解决如下的最小化问题:

min
C

ΦC-Y
· 2

2+λ C 0, (5)

其中:矩阵C 的l0 范数 C 0 用于描述矩阵C 的稀疏性,参数λ>0用于在式(4)的精度和解的稀疏性之间建立

一种平衡。

2 LMM-SP算法

2.1 子空间追踪算法

本节将介绍用于稀疏识别动力系统的LMM-SP算法,为了更好地理解该算法,下面将从子空间追踪算法、
线性多步方法和广义最小二乘方法3个板块进行详细的理论阐述和公式推导。首先,介绍用于寻找稀疏向量c
的非零位置的子空间追踪算法[15]:

步骤1:输入Φ∈R(N+1)×q,b∈R(N+1)×1 和稀疏性k∈N。
步骤2:初始化j=0;G←Φ 的列标准化矩阵;I0={k 对应向量G*b 中最大内积的指标};b0res=b-

GI0G
†
I0b。
步骤3:继续循环

步骤3.1:I
~j+1=Ij∪{k对应向量G*bj

res 中最大内积的指标};
步骤3.2:令cl=G†

I
~j+1b;

步骤3.3:Ij+1={k对应向量cl 中数值最大的指标};
步骤3.4:计算bj+1

res =b-GIj+1G
†
Ij+1b,如果 bj+1

res 2> bj
res 2,让Ij+1=Ij,终止算法;否则更新j←j+1,继

续步骤3。
步骤4:输出

 

ĉ∈Rq 满足
 

ĉIj=G
†
Ijb,ĉ(Ij)

c=0。

为了提高模型识别的精度和算法的鲁棒性,下面将子空间追踪算法与经典的线性多步方法相结合,考虑在

离散的时间框架下识别非线性动力系统。

2.2 线性多步方法

本文应用3种线性多步方法对动力系统进行离散,包括显式Adams方法、隐式Adams方法和向后微分公

式。并且在每一类线性多步方法下面,又包括了对应不同步数、不同阶数的5种线性多步方法。其中,应用s步

p 阶线性多步法对动力系统(1)进行离散的分量结果是:

∑
s

j=0
αjxi(tn+j)=h∑

s

j=0
βjfi(x(tn+j))+O(hp+1),n=0,…,N -s, (6)
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在这里αj,βj(j=0,1,…,s)表示线性多步方法的离散系数,它依赖于时间步长h、样本数量n 和潜在的微分方

程。通常情况下,令αs=1,可以对式(6)实现标准化处理。注意,当βs=0时,式(6)为显式Adams方法;当βs≠0
时,式(6)为隐式Adams方法。为了下文更好地开展实验,现将各线性多步方法的离散公式及离散系数列举

如下。

1)
 

显式Adams方法的离散公式为:

s=1:yn+1=yn+hfn;

s=2:yn+1=yn+h
3
2fn-

1
2fn-1  ;

s=3:yn+1=yn+h
23
12fn-

16
12fn-1+

5
12fn-2  ;

s=4:yn+1=yn+h
55
24fn-

59
24fn-1+

37
24fn-2-

9
24fn-3  ;

s=5:yn+1=yn+h
1

 

901
720fn-

2
 

774
720fn-1+

2
 

616
720fn-2-

1
 

274
720fn-3+

251
720fn-4  。

2)
 

隐式Adams方法的离散公式为:

s=1:yn+1=yn+h
1
2fn+1+

1
2fn  ;

s=2:yn+1=yn+h
5
12fn+1+

8
12fn-

1
12fn-1  ;

s=3:yn+1=yn+h
9
24fn+1+

19
24fn-

5
24fn-1+

1
24fn-2  ;

s=4:yn+1=yn+h
251
720fn+1+

646
720fn-

264
720fn-1+

106
720fn-2-

19
720fn-3  ;

s=5:yn+1=yn+h
95
288fn+1+

1
 

427
1

 

440fn-
133
240fn-1+

241
720fn-2-

173
1

 

440fn-3+
3
160fn-4  。

3)
 

向后微分公式线性多步方法的离散公式为:

s=1:yn+1-yn=hf(tn+1,yn+1);

s=2:yn+2-
4
3yn+1+

1
3yn=

2
3hf

(tn+2,yn+2);

s=3:yn+3-
18
11yn+2+

9
11yn+1-

2
11yn=

6
11hf

(tn+3,yn+3);

s=4:yn+4-
48
25yn+3+

36
25yn+2-

16
25yn+1+

3
25yn=

12
25hf

(tn+4,yn+4);

s=5:yn+5-
300
137yn+4+

300
137yn+3-

200
137yn+2+

75
137yn+1-

12
137yn=

60
137hf

(tn+5,yn+5)。

为了简便,定义矩阵A,B∈R(N-s+1)×(N+1)为:

A=  

α0 α1 … αs

α0 α1 … αs

⋱ ⋱ ⋱ ⋱
α0 α1 … αs

 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,B=  

β0 β1 … βs

β0 β1 … βs

⋱ ⋱ ⋱ ⋱

β0 β1 … βs

 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

基于此,式(6)的矩阵形式可以表示为:

AX=hBF(X)+O(hp+1), (7)
其中:O(hp+1)表示p 阶的线性多步方法离散动力系统的局部截断误差,它仅依赖于时间步长h。

在应用线性多步方法离散动力系统(1)以后,结合式(3)可以得出X
·
=F(X)=Φ(X)C*,再与式(7)相结合,有:

AX=hBΦ(X)C*+O(hp+1)。 (8)
注意,当精确的状态数据不可用,只有噪声轨迹的状态数据可用时,式(8)成为:
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AY=hBΦ(Y)C+O(hp+1)。
相应地,动力系统的识别问题被转化为求解如下线性回归问题:

AY≈hBΦ(Y)C。 (9)
由下一节的数值结果可知,在精确状态数据的情况下,应用线性多步方法离散动力系统,可以在很大程度上

提高子空间追踪算法的精度。甚至在时间步长较大的情况下,也能较准确地从数据中发现潜在动力模型。但是

当面对的状态数据是含噪声的观测数据时,仅仅应用线性多步方法离散动力系统,再使用子空间追踪算法进行

稀疏识别,很难得到令人满意的识别结果。在以往的研究中,人们尝试了各种各样的办法对观测数据进行消噪,
例如移动最小二乘消噪[15],但是该方法需要确定一个合适的距离参数才能展现出较好的消噪效果。因此,下文

通过引入广义最小二乘方法,利用噪声残差项的近似协方差矩阵对求解稀疏系数矩阵的最小化问题进行加权,
以此来增强算法对噪声的鲁棒性。

2.3 广义最小二乘方法

引入广义最小二乘方法[9],利用噪声残差项的近似协方差矩阵对问题(9)进行加权,将之转化为求解如下加

权最小化问题:

min
C
[hBΦ(Y)C-AY]TΣ-1[hBΦ(Y)C-AY]2

2+λ C 0, (10)

其中:Σ 表示广义最小二乘方法中噪声残差项的近似协方差矩阵,目的是使所得估计为最佳线性无偏估计。受

文献[3]的启发,可以选择近似协方差矩阵Σ=(hB-A)(hB-A)T。
这类近似协方差矩阵在文献[3]中被证明对噪声具有很好的鲁棒性,甚至在噪声较大的情况下,也能够从观

测数据中得到高精度的模型识别结果。并且,Messenger等人[9]也证实了广义最小二乘方法在提高算法精度上

的有效性。
注4 Chen[3]提出的LMM-SINDy算法结合了线性多步方法和STLS算法,在该算法中l1 范数 C 1 被用

于描述矩阵C 的稀疏性。下文提出的LMM-SP算法结合了线性多步方法和子空间追踪算法,在该算法中l0 范

数 C 0 被用于描述矩阵C 的稀疏性。

2.4 LMM-SP算法

根据上面的分析,LMM-SP算法的具体步骤如下。
步骤1:输入观测数据矩阵Y、特征矩阵Φ(Y)、近似协方差矩阵Σ 以及线性多步方法对应的参数矩阵A 和B。
步骤2:现在需要求解最小化问题(10),通过简单分析,可以将它转化为求解如下的线性方程组,即寻找矩阵

C 的稀疏解:Φ(Y)TBTΣ-1hBΦ(Y)C=Φ(Y)TBTΣ-1AY,改写为分量形式:

Φ(Y)TBTΣ-1hBΦ(Y)ci=Φ(Y)TBTΣ-1Ayi,i=1,…,d。

步骤3:对近似协方差矩阵Σ 做Cholesky分解,使得Σ=LLT,其中L 是上三角矩阵。然后步骤2中方程组

的分量形式可以写为:

Φ(Y)TBT(LLT)-1hBΦ(Y)ci=Φ(Y)TBT(LLT)-1Ayi,i=1,…,d,
进一步可写为:

Φ(Y)TBT(LT)-1L-1hBΦ(Y)ci=Φ(Y)TBT(LT)-1L-1Ayi,i=1,…,d,
继续可得:

L-1hBΦ(Y)ci=L-1Ayi,i=1,…,d。 (10)

步骤4:下面将基于子空间追踪算法求解问题(10),为便于描述,记Ψ(Y)=L-1hBΦ(Y),b=L-1Ayi,i=1,…,

d,并将Ψ(Y),b和稀疏性K 作为输入。
步骤5:对每个稀疏水平K=1,2,…,q,使用LMM-SP算法挑选出最佳(系数误差最小)的候选基函数集:

AK=supp(K;Ψ(Y),b),ĉ
(K)
AK =LMM-SP([K]q;[Ψ(Y)]AK

,b), (11)
其中:supp表示支撑集。

步骤6:计算通过算法输出的特征系数的误差e,并用
 

c~ 表示精确系数:

e
ĉ(K)
(AK,q)= ĉ(k)

AK -c~ 2
2),qK =argmin

K=1,…,q
 
e

ĉ(K)
(AK,q)。

步骤7:从对应不同稀疏性的候选基函数集中,选择系数误差最小的一个特征集合作为下一次迭代的基函数
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库,并用A1 表示该集合:

A1=supp(LMM-SP([K]q1;[Ψ(Y)]A1,b)),ĉ
(K)
A1 =LMM-SP([K]q1;[Ψ(Y)]A1,b)。

其中:q1 表示集合A1 中的元素个数。
步骤8:继续步骤5到步骤6,根据更新的基函数库A1,对所有的稀疏水平 K1=1,2,…,q1 进行下一次迭

代,其中候选基函数集AK1
同式(11):

e
ĉ
(K1)
(AK1

,q1)= ĉ
(K1)
AK1

-c~ 2
2),qK1 =argmin

K1=1,…,q1
 

e
ĉ
(K1)
(AK1

,q1)。

步骤9:继续步骤7,可得:

A2=supp(LMM-SP([K1]q2;[Ψ(Y)]A2,b)),ĉ
(K)
A2 =LMM-SP([K1]q2;[Ψ(Y)]A2,b)。

其中:q2 表示集合A2 中的元素个数。
步骤10:如果支撑集满足A2=A1,那么算法将终止;否则,继续上面的迭代过程。注意,这个过程需要并行

LMM-SP算法至少q次[15]。直到索引集满足Ai=Ai+1 的时侯,算法才能被终止,此时有
 

ĉ(K)
Ac
i
=0。

3 数值实验

本文使用 Matlab
 

R2021a内置的函数ode45求解动力系统,以此来生成精确的状态数据。并通过在精确的

数据中加入均值为0,方差为σ2 的噪声生成观测数据,且σ的计算公式为σ=σNR
X F

d(N+1)
,其中:σNR 为噪声水

平,X F 表示矩阵X 的Frobenius范数。并且噪声与数据的比值近似等于σ,即
ε F

X F
≈σ[3]。

为了呈现该算法在模型识别上的精度,将识别系数的相对误差定义为e(C)=
C-C*

F

C*
F

,其中:C 表示使用

LMM-SP算法进行模型识别得到的动力系统的系数矩阵,C*表示先验动力系统的精确系数矩阵。

3.1 洛伦兹方程

首先,考虑洛伦兹方程的识别问题,在此之前确定时间变量t的范围为[0,10]和初始条件为x0=[-8,7,27]T,
具体的模型为:

x·1=-10x1+10x2,

x·2=28x1-x2-x1x3,

x·3=x1x2-
8
3x3。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

根据少量先验知识,可以选择特征库为Φ(X)=[1,X,X2,X3],其中X2 矩阵可以表示为:

X2=  

x2
1(t0) x1x2(t0) … x2

2(t0) … x2
3(t0)

x2
1(t1) x1x2(t1) … x2

2(t1) … x2
3(t1)

︙ ︙ ︙ ︙

x2
1(tN) x1x2(tN) … x2

2(tN) … x2
3(tN)

 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

。

本文将LMM-SP算法按照不同的离散方式分为3大类:显式 Adams子空间追踪算法(Adams-Bashforth
 

subspace
 

pursuit,AB-s-SP)算法、隐式Adams子空间追踪(Adams-Moulton
 

subspace
 

pursuit,AM-s-SP)算法和

向后微分公式子空间追踪(backward
 

differentiation
 

formula
 

subspace
 

pursuit,
 

BDF-s-SP)算法,其中s表示线性

多步方法的步数。
考虑在数据无噪声的情况下,选择时间步长为0.1,0.05,0.01,0.005,0.001,0.000

 

5,并计算在不同的时间

步长下,使用LMM-SP算法进行模型识别的相对系数误差,结果见图1。为方便对比,在图1中标注了不同离散

方式的LMM-SP算法所对应的局部截断误差。
由图1可知,在数据无噪声的情况下,LMM-SP算法中选用的线性多步方法的阶数越高,那么利用该算法进

行模型识别的精度也越高。并且不难发现,在步数s相同的情况下,AM-s-SP算法比AB-s-SP算法和BDF-s-SP
算法的精度都更高。
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考虑在数据含噪声的情况下,基于时间步长0.001,在精确数据中加入的噪声水平σNR 分别为:10-6,10-5,

10-4,10-3,10-2,10-1,计算不同噪声水平下应用LMM-SP算法从得到的观测数据中识别模型的相对系数误差

(图2)。由图2可以看出,在步数s相同的情况下,使用AM-s-SP算法从观测数据中挖掘潜在模型,比使用其他

2种算法具有更高的精度和更好的鲁棒性。即使当σNR=0.1的时候,AM-s-SP算法被证实仍能得出正确的模型

框架和系数估计。

a AB-s-SP b AM-s-SP c BDF-s-SP

图1 在数据无噪声的情况下,使用LMM-SP算法识别洛伦兹模型的相对系数误差

Fig.1 The
 

relative
 

coefficient
 

error
 

of
 

identifying
 

Lorenz
 

model
 

using
 

LMM-SP
 

algorithm
 

with
 

noise-free
 

data

a AB-s-SP b AM-s-SP c BDF-s-SP

图2 在数据含噪声的情况下,使用LMM-SP算法识别洛伦兹模型的相对系数误差

Fig.2 The
 

relative
 

coefficient
 

error
 

of
 

identifying
 

Lorenz
 

model
 

using
 

LMM-SP
 

algorithm
 

with
 

noise
 

data

图3是应用AM-5-SP算法对洛伦兹模型进行识别的预测结果和相图。从图中不难发现,使用AM-5-SP算

法识别模型得到的预测结果与精确轨迹之间有着很好的一致性,但是由于洛伦兹模型自身的属性,导致学习到

的轨迹与正确的轨迹之间还是有一些轻微的振动。

a AM-5-SP算法洛伦兹模型轨迹图 b AM-5-SP算法洛伦兹模型相图

图3 当σNR=0.1时,使用AM-5-SP算法识别洛伦兹模型的结果

Fig.3 The
 

results
 

of
 

identifying
 

Lorenz
 

model
 

using
 

AM-5-SP
 

algorithm
 

with
 

σNR=0.1
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3.2 三次阻尼方程

接下来,考虑三次阻尼方程的识别问题,在这里确定时间变量t的范围为[0,10]、初始条件为x0=[-1,2]T

以及具体的模型为:

x·1=-x3
1+3x3

2,

x·2=-2x3
1+x3

2。 
 

根据少量先验知识,可以选择特征库为Φ(X)=[1,X,X2,X3,X4],其中X3 矩阵可以表示为:

X3=  

x3
1(t0) x2

1x2(t0) … x3
2(t0)

x3
1(t1) x2

1x2(t1) … x3
2(t1)

︙ ︙ ︙

x3
1(tN) x2

1x2(tN) … x3
2(tN)

 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

。

考虑在数据无噪声的情况下,选择与第1个例子中相同的时间步长设置。使用LMM-SP算法从数据中恢复

隐藏的动力系统,并在图4中绘制了对应不同时间步长下的模型识别结果。

a AB-s-SP b AM-s-SP c BDF-s-SP

图4 在数据无噪声的情况下,使用LMM-SP算法识别三次阻尼模型的相对系数误差

Fig.4 The
 

relative
 

coefficient
 

error
 

of
 

identifying
 

cubic
 

damped
 

model
 

using
 

LMM-SP
 

algorithm
 

with
 

noise-free
 

data

由图4可以看出,在数据无噪声的情况下,应用同一类的LMM-SP算法从数据中识别潜在模型,当用于时间

离散的线性多步方法的阶数越高,对应LMM-SP算法用于模型识别的精度也越高。而比较不同类的LMM-SP
算法在模型识别上的性能可以发现,在步数s相同的情况下,AM-s-SP算法比AB-s-SP算法和BDF-s-SP算法

的精度都更高。
考虑在数据含噪声的情况下,应用LMM-SP算法在不同的噪声水平下识别三次阻尼模型,结果见图5。并

在图6中绘制了使用AM-5-SP算法对三次阻尼模型进行识别的结果。由图6可以看出,即使当σNR=0.1时,通
过LMM-SP算法得到的预测结果与精确轨迹之间依然达到了高度的重合。

a AB-s-SP b AM-s-SP c BDF-s-SP

图5 在数据含噪声的情况下,使用LMM-SP算法识别三次阻尼模型的相对系数误差

Fig.5 The
 

relative
 

coefficient
 

error
 

of
 

identifying
 

cubic
 

damped
 

model
 

using
 

LMM-SP
 

algorithm
 

with
 

noise
 

data
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a AM-5-SP算法三次阻尼模型轨迹图 b AM-5-SP算法三次阻尼模型相图

图6 当σNR=0.1时,使用AM-5-SP算法识别三次阻尼模型的结果

Fig.6 The
 

results
 

of
 

identifying
 

cubic
 

damped
 

model
 

using
 

AM-5-SP
 

algorithm
 

with
 

σNR=0.1

3.3 阻尼摆方程

下面考虑阻尼摆方程的识别问题。同样地,可以确定时间变量t 的范围为[0,10]、初始条件为x0=
[-1.193,-3.876]T 以及具体的模型为:

x·1=x2,

x·2=-0.2x2-8.91sin(x1)。 
 

注意,在这个方程中右端函数包含了三角函数sin(x1),基于这个先验知识,可以选择特征库为:

Φ(X)=[1,X,X2,sin(X),cos(X)],
其中:

sin(X)=  

sin(x1(t0)) sin(x2(t0))

sin(x1(t1)) sin(x2(t1))
︙ ︙

sin(x1(tN)) sin(x2(tN))

 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,

cos(X)=  

cos(x1(t0)) cos(x2(t0))

cos(x1(t1)) cos(x2(t1))
︙ ︙

cos(x1(tN)) cos(x2(tN))

 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
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􀪁
􀪁􀪁

。

考虑在数据无噪声的情况下,比较AB-s-SP算法、AM-s-SP算法和BDF-s-SP算法从数据中重构模型的性

能,结果见图7。

a AB-s-SP b AM-s-SP c BDF-s-SP

图7 在数据无噪声的情况下,使用LMM-SP算法识别阻尼摆模型的相对系数误差

Fig.7 The
 

relative
 

coefficient
 

error
 

of
 

identifying
 

damped
 

pendulum
 

model
 

using
 

LMM-SP
 

algorithm
 

with
 

noise-free
 

data
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由图7可以看出,在数据无噪声的情况下,用于时间离散的线性多步方法的阶数越高,所对应的LMM-SP算

法在模型识别的过程中表现越好。同样地,通过比较相同步数s下 AB-s-SP算法,AM-s-SP算法和BDF-s-SP
算法在模型识别上的相对系数误差,可以发现使用AM-s-SP算法重构潜在模型比使用其他2种算法的精度都更

高,这与线性多步方法的阶是密切相关的。一般来说,在步数s相同的情况下,算法本身的阶数越高,往往意味

着它们识别系数的精度也越高。

考虑在数据含噪声的情况下,应用LMM-SP算法识别阻尼摆模型,结果见图8。图9是使用AM-5-SP算法

对阻尼摆模型进行识别的结果。

a AB-s-SP b AM-s-SP c BDF-s-SP

图8 在数据含噪声的情况下,使用LMM-SP算法识别阻尼摆模型的相对系数误差

Fig.8 The
 

relative
 

coefficient
 

error
 

of
 

identifying
 

damped
 

pendulum
 

model
 

using
 

LMM-SP
 

algorithm
 

with
 

noise
 

data

a AM-5-SP算法阻尼摆模型轨迹图 b AM-5-SP算法阻尼摆模型相图

图9 当σNR=0.1时,使用LMM-SP算法识别阻尼摆模型的结果

Fig.9 The
 

results
 

of
 

identifying
 

damped
 

pendulum
 

model
 

using
 

LMM-SP
 

algorithm
 

with
 

σNR=0.1

3.4 对比实验

为了更好地展现本文提出的LMM-SP算法在模型识别上的性能,现在将该算法与 MLS-SP算法[15]进行对

比,其中 MLS-SP算法应用欧拉方法离散动力系统,并应用移动最小二乘(moving
 

least
 

squares,MLS)方法对观

测数据进行消噪,最后利用子空间追踪算法进行特征选择和系数估计,在这个实验中,选择的时间范围为[0,

10],时间步长为0.001,具体的实验结果如表1所示。

由表1可以看出,本文提出的LMM-SP算法在识别非线性动力系统上具有比 MLS-SP算法更高的精度。

得到这样结果的原因主要有2个:1)
 

应用线性多步方法离散动力系统,比应用欧拉方法离散动力系统精度更高;

2)
 

利用广义最小二乘加权的方式减少噪声,比利用 MLS方法减少噪声具有更好的效果。
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表1 对比 MLS-SP算法和AM-5-SP算法

Tab.1 Comparison
 

of
 

MLS-SP
 

algorithm
 

and
 

AM-5-SP
 

algorithm

动力方程 算法
σNR

10-6 10-5 10-4 10-3 10-2 10-1

洛伦兹方程
MLS-SP 7.39E-03 7.39E-03 7.37E-03 7.67E-03 8.31E-03 3.65E-02

AM-5-SP 6.88E-08 4.04E-07 5.46E-06 3.67E-05 6.32E-04 3.98E-03

三次阻尼方程
MLS-SP 9.11E-02 9.11E-02 9.11E-02 9.10E-02 9.10E-02 1.02E-01

AM-5-SP 3.29E-07 3.29E-07 7.74E-06 3.42E-05 2.96E-04 8.04E-03

阻尼摆方程
MLS-SP 1.10E-04 1.10E-04 1.09E-04 2.57E-04 1.36E-02 1.30E-02

AM-5-SP 6.69E-09 6.16E-08 8.05E-07 1.53E-05 1.68E-04 1.21E-02

4 结论

本文介绍了一种基于稀疏回归的模型识别算法:LMM-SP算法,其中包括AB-s-SP算法、AM-s-SP算法和

BDF-s-SP算法。该算法结合了子空间追踪算法、经典的线性多步方法和广义最小二乘方法的原理。利用该算

法从观测数据中识别未知模型,需要在每一次迭代过程中,从基函数库里挑选出系数误差最小的特征集合作为

下一次迭代的基函数库。并在迭代终止以后,根据输出的最小基函数集,使用最小二乘方法计算保留下来的特

征的对应系数值。最后,通过大量的数值实验验证了所提出的LMM-SP算法的有效性。
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Abstract:
 

It
 

seeks
 

a
 

highly
 

accurate
 

sparse
 

identification
 

method
 

for
 

the
 

nonlinear
 

dynamical
 

systems,
 

combinating
 

with
 

traditional
 

numerical
 

analysis
 

techniques.
 

Firstly,
 

a
 

suitable
 

basis
 

function
 

library
 

must
 

be
 

created
 

in
 

order
 

to
 

approximate
 

the
 

potential
 

nonlinear
 

dynamical
 

systems.
 

Then,
 

the
 

approximated
 

nonlinear
 

dynamical
 

systems
 

are
 

discretized
 

using
 

the
 

linear
 

multistep
 

method.
 

Next,
 

when
 

the
 

state
 

data
 

contains
 

noise,
 

the
 

generalised
 

least
 

squares
 

method
 

is
 

used
 

to
 

calculate
 

the
 

approximate
 

covariance
 

matrix
 

of
 

the
 

noise
 

residual
 

term
 

and
 

use
 

this
 

matrix
 

to
 

weight
 

the
 

optimisation
 

problem
 

obtained
 

from
 

the
 

preceding
 

process,
 

thereby
 

reducing
 

the
 

influence
 

of
 

noise
 

on
 

the
 

model
 

identification
 

results.
 

Finally,
 

the
 

subspace
 

pursuit
 

algorithm
 

selects
 

the
 

set
 

of
 

features
 

with
 

the
 

smallest
 

coefficient
 

error
 

from
 

the
 

data
 

to
 

serve
 

as
 

the
 

basis
 

function
 

library
 

for
 

the
 

next
 

iteration,
 

and
 

after
 

the
 

iteration
 

is
 

completed,
 

the
 

coefficient
 

values
 

of
 

the
 

retained
 

features
 

are
 

computed
 

using
 

the
 

least
 

squares
 

method.
 

The
 

proposed
 

linear
 

multistep
 

subspace
 

pursuit
 

methods
 

for
 

identifying
 

nonlinear
 

dynamic
 

systems
 

possess
 

high
 

accuracy
 

and
 

robustness.
 

Numerical
 

results
 

are
 

presented
 

to
 

demonstrate
 

the
 

effectiveness
 

of
 

the
 

proposed
 

methods.

Keywords:
 

model
 

identification;
 

subspace
 

pursuit;
 

sparse
 

regression;
 

linear
 

multistep
 

method;
 

generalized
 

least
 

squares
 

method
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