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摘要:针对系统广义变分-半变分不等式研究其α-适定性。首先,定义了α-近似序列以及构造集合Ωα(ε)、Ψα(ε)等,在适

当假设下证明了2个集合的等价性以及闭性。其次,在相关算子适当的假设下,讨论了系统广义变分-半变分不等式的度

量性质。通过证明得到该系统广义变分-半变分不等式α-强适定、α-广义强适定性的充分必要条件。该结果进一步推广

了变分-半变分不等式适定性的相关定理,为该领域的进一步研究奠定基础。
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适定性是优化领域的经典研究内容,早期的研究至少要追溯到1966年,当时Tykhonov
 

针对无约束极小值

问题首次引入适定性的概念,即讨论极小值问题解的存在唯一性,并且要求每个最小值序列都收敛到唯一的最

小值[1]。由于无约束极小值问题在适当假设下可以转化为变分不等式问题,因此,适定性的概念被推广到变分

不等式的研究。近年来,针对变分不等式、半变分不等式适定性的研究内容主要聚焦于对各种适定性的讨论,如
Tykhonov适定性[2-4]、Levitin-Polyak适定性[5-7]、α-适定性、α-L 适定性[8-10]以及扰动适定性[11-13]等。当前,在各

类变分不等式和半变分不等式的适定性度量、适定条件的探讨,以及变分不等式及其相关包含问题的各种等价

结果的研究方面,已经取得了大量优秀的成果。例如,近期Cen等人[14]针对Banach空间中椭圆型半变分不等式

的可解性及解集的紧性进行研究。文中,讨论了一类椭圆型变分不等式的度量性质,给出了广义强、弱适定的充

分条件。在变分-半变分不等式方面,Xiao等人[15]提出了一类带扰动的变分-半变分不等式,研究了该变分-半变

分不等式的一些度量性质,给出了广义强适定的条件。此外,在一定的假设下,他们还证明了该变分-半变分不等

式的适定性与相应包含问题的适定性之间的等价性。另一方面,大量学者将变分不等式的形式进行推广,形成

了系统变分、半变分不等式。这种推广形式在工程、力学、经济学等领域有着重要的应用。Hu等人[16]提出了可

分逆变分不等式系统,并对适定性进行了讨论。随后,Wang等人[17]提出了一类系统半变分不等式。在适当假

设下,他们给出了该半变分不等式系统适定性的度量性质以及与包含问题适定的等价性。近期,Ceng等人[18]对

Wang等人[17]的研究内容进行了进一步推广,讨论集值映射下系统半变分不等式的α-适定性,并给出了系统半

变分不等式包含问题的适定性的一些等价结果。
受上述研究内容的启发,本文提出了一类系统广义变分-半变分不等式(GVHI)。通过采用度量刻画该变分

不等式的适定性,得到其适定的充分必要条件。GVHI具体的形式为:设对i=1,2,Vi 为Banach空间,V*
i 为Vi

的对偶空间,V=V1×V2 为积空间,对任意的u=(u1,u2)∈V,范数定义为 u V= u1 V1+ u2 V2
。Ai:V1×

V2→2
V*i 表示从V1×V2 到2

V*k 的集值映射,fi 为对偶空间V*
i 中的任意一个元素,Ji:V1×V2→R为空间V1×

V2 上的泛函,ji:Vi×Vi→R为关于第二变元下半连续的函数。于是GVHI可表示为:寻找(u1,u2)∈V1×V2

和(ω1,ω2)∈A1(u1,u2)×A2(u1,u2)使得:

(GVHI)
<ω1-f1,v1-u1>V*1 ×V1+J

°
1(u1,u2;v1-u1)+j1(u1,v1)≥0,∀v1∈V1;

<ω2-f2,v2-u2>V*2 ×V2+J
°
2(u1,u2;v2-u2)+j2(u2,v2)≥0,∀v2∈V2。 
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其中:J°
i(ui,uj)表示J(·,uj)的广义方向导数,定义为:

J°
i(ui,uj;vi-ui)=lim

 

sup
w→ui,λ↓0

J(w+λ(vi-ui),uj)-J(w,uj)
λ

。

当Ai,ji 取一些特殊值时,上述系统广义变分不等式可退化为如下几种形式。
情形1,当i=1,2,ji=0,Ai(·,·)为集值映射时,GVHI退化为系统半变分不等式:

(SGHVI)
<ω1-f1,v1-u1>V*1 ×V1+J

°
1(u1,u2;v1-u1)≥0,∀v1∈V1;

<ω2-f2,v2-u2>V*2 ×V2+J
°
2(u1,u2;v2-u2)≥0,∀v2∈V2。 

 

上式中,(ω1,ω2)∈A1(u1,u2)×A2(u1,u2)。Ceng等[18]对上述系统广义半变分不等式的α-适定的度量性质进

行了刻画,不仅如此,他们还给出了该广义半变分不等式系统及其导出的半变分包含问题的强α-适定的等价

结果。
情形2,当i=1,2,ji=0,Ai(·,·)为单值映射时,则GVHI退化为系统半变分不等式:

(SHVI)
<A1(u1,u2)-f1,v1-u1>V*1 ×V1+J

°
1(u1,u2;v1-u1)≥0,∀v1∈V1;

<A2(u1,u2)-f2,v2-u2>V*2 ×V2+J
°
2(u1,u2;v2-u2)≥0,∀v2∈V2。 

 

上述系统半变分不等式形式上与SGHVI相近,最大的区别在于算子 Ai(·,·)为单值映射。Wang等

人[17]针对上述系统半变分不等式讨论了其强适定和广义适定的充要条件,得到了该系统与半变分包含问题适定

的等价性。
情形3,当i=1,2,ji=G(vi)-G(ui),Ai(u1,u2)=Ai(ui)且u2=Tu1 时,则GVHI退化为系统可分变分-

半变分不等式:

(SVHVI)

u2=Tu1;

<A1u1-f1,v1-u1>V*1 ×V1+J
°
1(u1;v1-u1)+G(v1)-G(u1)≥0,∀v1∈V1;

<A2u2-f2,v2-u2>V*2 ×V2+J
°
2(u2;v2-u2)+G(v2)-G(u2)≥0,∀v2∈V2。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

Hu等人[19]对上述系统可分变分-半变分不等式的变分包含问题的等价性进行了研究,在适当假设下得到

强、弱适定与SVHVI解存在的等价条件。
通过文献分析可知,对GVHI的α-适定性进行研究是系统变分不等式、系统可分变分-半变分不等式的进一

步推广,具有重要的理论研究价值。

1 预备知识

定义1 设A 为Banach空间V 中的非空子集,则集合A 的非紧性测度μ 定义为:

μ(A)=infε>0:A⊂∪
n

i=1
Ai,diam(Ai)<ε,i=1,2,…,n  ,

其中:对i=1,…,n,Ai 为V 中的非空子集,diam(Ai)=sup{x1-x2 :x1,x2∈Ai}表示集合Ai 的直径。
定义2 设A,B 为Banach空间V 中的2个非空子集,则A 与B 的 Hausdroff距离定义为: (A,B)=

max{e(A,B),e(B,A)},其中e(A,B)=sup
a∈A

 
d(a,B),d(a,B)=inf

b∈B
a-b 。

定义3 设CB(V*)表示V*中所有非空有界闭子集组成的集合,A:V→CB(V*)为集值算子,则:

1)
 

如果对任意的u,v∈V,从[0,1]到[0,+∞)的泛函t  (A(u+t(v-u)),A(u))在0+处连续,则称

A 为  -半连续。

2)
 

如果对任意的ε>0以及任意固定的u0∈V,存在δ>0使得对任意的v∈V,v-u0 <δ有  ((A(v),

A(u0))<ε,则称A 为  -连续。
引理1 设CB(V)是范数向量空间V 中所有非空有界闭子集构成的集合。如果集合V1,V2 为CB(V)的子

集,那么对每个ε>0和u∈V1,存在v∈V2,使得 u-v V≤(1+ε) (V1,V2)。此外,若集合V1 为V 的紧子

集,则有 u-v V≤ (V1,V2)。
定义4 设V 为Banach空间,V*为对偶空间,J:V→R为V 上的局部Lipschitz泛函,则J 在点u∈V 和方

向v∈V 的Clarke广义方向导数定义为:
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J°(u;v)=lim
 

sup
w→u,λ↓0

J(w+λv)-J(w)
λ

。

此外,∂J(u)表示J 在点u 处的Clarke广义次微分,定义为:

∂J(u)={ξ∈V*:J°(u;v)≥<ξ,v>V*×V,∀v∈V}。
命题1 设J:V→R为V 上的局部Lipschitz泛函,对给定的u,v∈V 有:

1)
 

广义方向导数J°(u;v)关于第二变元是有限的,并且具有正齐次性和次可加性;

2)
 

J°(u;v)在V×V 上是上半连续的;

3)
 

J°(u;-v)=(-J)°(u;v);
4)

 

对所有的u∈V,∂J(u)是V*上的非空、凸、有界弱星紧集;

5)
 

对所有的v∈V 有J°(u;v)=max{<ξ,v>V*×V:ξ∈∂J(u)},其中:∂J(u)的图像在X×(w*-X*)上是

闭的,这里(w*-X*)表示 X* 中赋予弱星拓扑。如果{un}⊂V*,{u*
n }⊂V*,存在u∈V 和u*∈V*,使得

u*
n ∈∂J(un),un→u 并且u*

n 弱星收敛到u*,则u*∈∂J(u)。

命题2 如果序列{un}∈V,{u*
n }∈V*满足un→u,u*

n →
w*

u*,则<u*
n ,un>V*×V→<u

*,un>V*×V。

2 系统广义变分-半变分不等式的α-适定性

本节将对系统广义变分-半变分不等式的α-适定性进行研究。为了方便后续讨论,本文先给出如下定义。
定义5 称序列{un}⊂V1×V2 是系统广义变分-半变分不等式GVHI的α-近似序列,当且仅当存在0<εn→

0(n→∞)以及(ωn
1,ωn

2)∈A1(un
1,un

2)×A2(un
1,un

2),满足:
<ωn

1-f1,v1-un
1>V*1 ×V1+J

°
1(un

1,un
2;v1-un

1)+j1(un
1,v1)≥-εnα1(v1-un

1),∀v1∈V1;

<ωn
2-f2,v2-un

2>V*2 ×V2+J
°
2(un

1,un
2;v2-un

2)+j2(un
2,v2)≥-εnα2(v2-un

2),∀v2∈V2。 
 

其中:un=(un
1,un

2),并且对i=1,2,αi:Vi→[0,+∞)为具有正齐次性的连续、凸泛函。
定义6 称系统广义变分-半变分不等式 GVHI是α-强(弱)适定的,如果 GVHI存在唯一解u,并且对

GVHI的每一个α-近似序列{un}都强(弱)收敛到u。
定义7 称系统广义变分-半变分不等式GVHI是广义α-强(弱)适定的,如果GVHI的解集非空,并且对

GVHI的每一个α-近似序列都存在子序列{u
nk}强(弱)收敛到解集中的某一点。

为了便于后续证明,接下来首先定义如下2个集合。对任意的ε>0,Ωα(ε)与Ψα(ε)定义为:

Ωα(ε)={(u1,u2)∈V1×V2:∃(ω1,ω2)∈A1(u1,u2)×A2(u1,u2);
<ω1-f1,v1-u1>V*1 ×V1+J

°
1(u1,u2;v1-u1)+j1(u1,v1)≥-εα1(v1-u1),∀v1∈V1;

<ω2-f2,v2-u2>V*2 ×V2+J
°
2(u1,u2;v2-u2)+j2(u2,v2)≥-εα2(v2-u2),∀v2∈V2。}

Ψα(ε)={(u1,u2)∈V1×V2:∀(μ1,μ2)∈A1(v1,u2)×A2(u1,v2);
<μ1-f1,v1-u1>V*1 ×V1+J

°
1(u1,u2;v1-u1)+j1(u1,v1)≥-εα1(v1-u1),∀v1∈V1;

<μ2-f2,v2-u2>V*2 ×V2+J
°
2(u1,u2;v2-u2)+j2(u2,v2)≥-εα2(v2-u2),∀v2∈V2。}

接着,针对算子A,j,J,α,本文进行如下假设:

H(A) 1)
 

对i=1,2,Ai:V1×V2→2
V*i 为集值映射。

2)
 

A1:V1×V2→2
V*1 关于第1个变元单调,即对任意的u1,v1∈V1,u2∈V2 有:
<u*
1 -v*

1 ,u1-v1>≥0,∀u*
1 ∈A1(u1,u2),v*

1 ∈A1(v1,u2)。

3)
 

A2:V1×V2→2
V*2 关于第2个变元单调,即对任意的u1∈V1,u2,v2∈V2 有:
<u*
2 -v*

2 ,u2-v2>≥0,∀u*
2 ∈A2(u1,u2),v*

2 ∈A2(u1,v2)。

4)
 

A1:V1×V2→2
V*1 是非空紧值的且为  -半连续映射。

5)
 

A2:V1×V2→2
V*2 是非空紧值的且为  -半连续映射。

6)
 

A1:V1×V2→2
V*1 是非空紧值的且为  -连续映射。
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7)
 

A2:V1×V2→2
V*2 是非空紧值的且为  -连续映射。

H(j) 1)
 

对i=1,2,ji:Vi×Vi→R,dom(ji)≠∅。
2)

 

对任意的(u,u)∈V1×V2,ji(u,u)=0。
3)

 

对任意的u∈V1,ji(u,·)是凸的,即∀t∈(0,1)

ji(u,tv1+(1-t)v2)≤tji(u,v1)+(1-t)ji(u,v2),∀v1,v2∈V2。
4)

 

对任意的v∈V2,ji(·,v)是上半连续的,即若序列un→u 有lim
 

sup
n→∞

 ji(un,v)≤ji(u,v)。

5)
 

对任意的u∈V1,ji(u,·)的下半连续的,即若序列vn→v 有lim
 

inf
n→∞

 ji(u,vn)≥ji(u,v)。

H(J) 1)
 

对i=1,2,Ji:V1×V2→R关于第1变元和第2变元是局部Lipschitz的。
2)

 

对任意的u=(u1,u2),v=(v1,v2)∈V1×V2,有Ji(u1,u2)+Ji(v1,v2)=Ji(u1,v2)+Ji(v1,u2)。
H(α) 1)

 

对i=1,2,αi:Vi→[0,+∞)为连续凸泛函。
2)

 

αi 具有正齐次性,即对任意的vi∈Vi 和s>0有αi(svi)=sαi(vi)。
引理2 设i=1,2,Vi 为Banach空间,V*

i 为对偶空间,若Ai,ji,Ji,αi 分别满足H(A)的1)~5),H(j)的
1)~3),H(J)和H(α),则有Ωα(ε)=Ψα(ε)。

证明 要证Ωα(ε)=Ψα(ε)只需要证明Ωα(ε)⊆Ψα(ε)并且Ψα(ε)⊆Ωα(ε)。由于A1 关于第1变元,A2 第

2变元具有单调性,即对任意的(ω1,ω2)∈A1(u1,u2)×A2(u1,u2),μ1∈A1(v1,u2),μ2∈A2(u1,v2)有:
<μ1-ω1,v1-u1>≥0,
<μ2-ω2,v2-u2>≥0。 

 

于是根据Ωα(ε),Ψα(ε)的定义显然有对任意的ε>0,Ωα(ε)⊆Ψα(ε)。
接下来证明Ψα(ε)⊆Ωα(ε)。假设对任意固定的(u1,u2)∈Ψα(ε),根据Ψα(ε)的定义,则对任意的(v1,v2)∈

V1×V2 有:
<μ1-f1,v1-u1>V*1 ×V1+J

°
1(u1,u2;v1-u1)+j1(u1,v1)≥-εα1(v1-u1),∀μ1∈A1(v1,u2);

<μ2-f2,v2-u2>V*2 ×V2+J
°
2(u1,u2;v2-u2)+j2(u2,v2)≥-εα2(v2-u2),∀μ2∈A2(u1,v2)。 

 

(1)

于是对任意的(ω1,ω2)∈V1×V2 和任意的t∈(0,1),令vi:=wi,t=ui+t(ωi-ui)以及(ωt
1,ωt

2)∈A1(w1,t,u2)×
A2(u1,w2,t),并代入式(1)有:

<ωt
1-f1,w1,t-u1>V*1 ×V1+J°1

(u1,u2;w1,t-u1)+j1(u1,w1,t)≥-εα1(w1,t-u1),

<ωt
2-f2,w2,t-u2>V*2 ×V2+J°2

(u1,u2;w2,t-u2)+j2(u2,w2,t)≥-εα2(w2,t-u2)。 
 

(2)

根据假设H(j)2)~3)可知,当i=1,2时,有:

ji(ui,ui+t(ωi-ui))≤tji(ui,ωi)+(1-t)ji(ui,ui)=tji(ui,ωi)。 (3)
根据式(2)、(3)可得:

<ωt
1-f1,t(ω1-u1)>V*1 ×V1+J

°
1(u1,u2;t(ω1-u1))+tj1(u1,ω1)≥-εα1(t(ω1-u1)),

<ωt
2-f2,t(ω2-u2)>V*2 ×V2+J

°
2(u1,u2;t(ω2-u2))+tj2(u2,ω2)≥-εα2(t(ω2-u2))。 

 

(4)

根据命题1的结论1)及α1,α2 的正齐次性,则上式可整理为:
<ωt

1-f1,ω1-u1>V*1 ×V1+J°1
(u1,u2;ω1-u1)+j1(u1,ω1)≥-εα1(ω1-u1),

<ωt
2-f2,ω2-u2>V*2 ×V2+J°2

(u1,u2;ω2-u2)+j2(u2,ω2)≥-εα2(ω2-u2)。 
 

(5)

根据假设H(A)的4)~5)可知A1(w1,t,u2),A2(u1,w2,t),A1(u1,u2),A2(u1,u2)为非空紧集。结合引理1可

知,对任意的t∈(0,1),(ωt
1,ωt

2)∈A1(w1,t,u2)×A2(u1,w2,t),存在(μt
1,μt

2)∈A1(u1,u2)×A2(u1,u2)满足:

ωt
1-μt

1 V*1
≤ (A1(w1,t,u2),A1(u1,u2)),

ωt
2-μt

2 V*2
≤ (A2(u1,w2,t),A2(u1,u2))。 

 

(6)

由于对i=1,2,Ai 为  -半连续,则当t→0+时有:

ωt
1-μt

1 V*1
≤ (A1(w1,t,u2),A1(u1,u2))→0,

ωt
2-μt

2 V*2
≤ (A2(u1,w2,t),A2(u1,u2))→0。 

 

(7)
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由A1(u1,u2)和A2(u1,u2)为紧集,于是可假设(μt
1,μt

2)→(γ1,γ2)∈A1(u1,u2)×A2(u1,u2)。结合式(6)、
(7),当t→0+时有:

ωt
1-γ1 V*1

≤ ωt
1-μt

1 V*1
+ μt

1-γ1 V*1
→0,

ωt
2-γ2 V*2

≤ ωt
2-μt

2 V*2
+ μt

2-γ2 V*2
→0。 

 

(8)

对不等式(5)的左右两边同时取t→0+有:
<γ1-f1,ω1-u1>V*1 ×V1+J

°
1(u1,u2;ω1-u1)+j1(u1,ω1)≥-εα1(ω1-u1),

<γ2-f2,ω2-u2>V*2 ×V2+J
°
2(u1,u2;ω2-u2)+j2(u2,ω2)≥-εα2(ω2-u2)。 

 

对i=1,2,由于ωt
i 依赖于vi,故γi 依赖于vi。因此,接下来只需要证明γi 与vi 无关即可。这里对任意的pi∈

Vi 和t∈(0,1),令pt
i=ui+t(pi-ui)∈Vi。由于Ai 是非空紧值的,于是对(μt

1,μt
2)∈A1(u1,u2)×A2(u1,

u2),存在(μt
1,μt

2)∈A1(pt
1,u2)×A2(u1,pt

2),使得当t→0+时,有:

μt
1-γ1 V*1

≤ μt
1-μt

1 V*1
+ μt

1-γ1 V*1
→0,

μt
2-γ2 V*2

≤ μt
2-μt

2 V*2
+ μt

2-γ2 V*2
→0。 

 

现令(v1,v2)=(pt
1,pt

2),并代入式(1),根据式(2)~(5)同样的推导可得(μt
1,μt

2)满足:

<μt
1-f1,p1-u1>V*1 ×V1+J

°
1(u1,u2;p1-u1)+j1(u1,p1)≥-εα1(p1-u1),

<μt
2-f2,p2-u2>V*2 ×V2+J

°
2(u1,u2;p2-u2)+j2(u2,p2)≥-εα2(p2-u2)。 

 

(9)

根据Ai 的非空紧值特征和式(9)可知,当t→0+时有:
<γ1-f1,p1-u1>V*1 ×V1+J

°
1(u1,u2;p1-u1)+j1(u1,p1)≥-εα1(p1-u1),

<γ2-f2,p2-u2>V*2 ×V2+J
°
2(u1,u2;p2-u2)+j2(u2,p2)≥-εα2(p2-u2)。 

 

由pi 的任意性表明(u1,u2)∈Ωα(ε),于是有Ψα(ε)⊆Ωα(ε)。 证毕

引理3 设i=1,2,Vi 为Banach空间,V*
i 为对偶空间。若Ai,ji,Ji,αi 分别满足H(A)的1)~3)和6)~

7)以及H(j),H(J),H(α),则对任意的ε>0有Ωα(ε)为V1×V2 上的闭集。
证明 要证Ωα(ε)为V1×V2 上的闭集,只需要证明Ωα(ε)中任何一个强收敛序列,且极限点也在Ωα(ε)中。

假设{un=(un
1,un

2)}⊆Ωα(ε)且(un
1,un

2)→(u1,u2)∈V1×V2,于是对任意的(v1,v2)∈V1×V2,存在(μn
1,μn

2)∈
A1(un

1,un
2)×A2(un

1,un
2)使得:

<μn
1-f1,v1-un

1>V*1 ×V1+J
°
1(un

1,un
2;v1-un

1)+j1(un
1,v1)≥-εα1(v1-un

1),

<μn
2-f2,v2-un

2>V*2 ×V2+J
°
2(un

1,un
2;v2-un

2)+j2(un
2,v2)≥-εα2(v2-un

2)。 
 

(10)

与引理2类似的,由于Ai,i=1,2为非空紧值且为  -连续的,于是根据引理1以及式(6)~(8)相同的证明步骤

可知,存在(ωn
1,ωn

2)∈A1(u1,u2)×A2(u1,u2),(ω1,ω2)∈A1(u1,u2)×A2(u1,u2),使得当n→∞时,有:

μn
1-ω1 V*1

≤ μn
1-ωn

1 V*1
+ ωn

1-ω1 V*1
→0,

μn
2-ω2 V*2

≤ μn
2-ωn

2 V*2
+ ωn

2-ω2 V*2
→0。 

 

结合αi 的连续性、命题1的结论2)以及命题2,对式(10)两边同时取上极限可得:
<ω1-f1,v1-u1>V*1 ×V1+J

°
1(u1,u2;v1-u1)+j1(u1,v1)≥lim

n→∞
<μn
1-f1,v1-un

1>V*1 ×V1+

  lim
n→∞
sup(J°

1(un
1,un

2;v1-un
1)+j1(un

1,v1))≥-lim
n→∞

εα1(v1-un
1)=-εα1(v1-u1),

<ω2-f2,v2-u2>V*1 ×V1+J
°
2(u1,u2;v2-u2)+j2(u2,v2)≥lim

n→∞
<μn
2-f2,v2-un

2>V*2 ×V2+

  lim
n→∞
sup(J°

2(un
1,un

2;v2-un
2)+j2(un

2,v2))≥-lim
n→∞

εα2(v2-un
2)=-εα2(v2-u2)。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(11)

于是有(u1,u2)∈Ωα(ε),于是有Ωα(ε)为闭集。 证毕

注 对i=1,2,由于Ai 为  -连续时可推出Ai 为  -半连续,故满足引理3中的条件,于是有Ωα(ε)=
Ψα(ε)。从而对任意的ε>0由Ωα(ε)为闭集可推出Ψα(ε)也为闭集。
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定理1 设i=1,2,Vi 为Banach空间,V*
i 为对偶空间。若Ai,ji,Ji,αi 分别满足H(A)的1)~3)和6)~

7)以及H(j),H(J),H(α),则GVHI为α-强适定的充分必要条件是:对任意的ε>0有Ωα(ε)≠∅,并且当ε→0
时diam(Ωα(ε))→0。

证明 首先讨论必要性,即当GVHI为α-强适定时证明结论成立。假设u=(u1,u2)为GVHI的唯一解,于
是根据GVHI为α-强适定性可知,存在(ω1,ω2)∈A1(u1,u2)×A2(u1,u2)使得下式成立:

<ω1-f1,v1-u1>V*1 ×V1+J
°
1(u1,u2;v1-u1)+j1(u1,v1)≥0,∀v1∈V1;

<ω2-f2,v2-u2>V*2 ×V2+J
°
2(u1,u2;v2-u2)+j2(u2,v2)≥0,∀v2∈V2。 

 

上式表明u∈Ωα(ε),这意味着对任意的ε>0有Ωα(ε)≠∅。为了证明结论的后半部分,假设存在un=(un
1,

un
2),pn=(pn

1,pn
2)∈Ωα(εn),且当d>0,0<εn→0时有:

un-pn
V1×V2= un

1-pn
1 V1+ un

2-pn
2 V2>d。 (12)

由α-近似序列的定义可知,{un}与{pn}都是α-近似序列。根据GVHI的α-强适定性可知,{un}与{pn}同时收敛

到GVHI的唯一解u。这与式(12)矛盾,即当ε→0时,有diam(Ωα(ε))→0,于是必要性得证。

接下来证明充分性。假设un=(un
1,un

2)是α-近似序列,则存在(ωn
1,ωn

2)∈A1(un
1,un

2)×A2(un
1,un

2),当0<
εn→0(n→∞)时,有:

<ωn
1-f1,v1-un

1>V*1 ×V1+J
°
1(un

1,un
2;v1-un

1)+j1(un
1,v1)≥-εnα1(v1-un

1),∀v1∈V1;

<ωn
2-f2,v2-un

2>V*2 ×V2+J
°
2(un

1,un
2;v2-un

2)+j2(un
2,v2)≥-εnα2(v2-un

2),∀v2∈V2。 
 

(13)

则un∈Ωα(εn)。根据条件可知,当n→∞时有diam(Ωα(εn))→0,于是{un}为柯西列。现假设{un}强收敛到u=
(u1,u2),则接下来证明u 为GVHI的解。对i=1,2,根据Ai,ji,Ji 以及函数αi 的假设,采用式(10)、(11)同样

的方法对式(13)取上极限可得,存在(ω*
1 ,ω*

2 )∈A1(u1,u2)×A2(u1,u2)有:
<ω*

1 -f1,v1-u1>V*1 ×V1+J
°
1(u1,u2;v1-u1)+j1(u1,v1)≥lim

n→∞
<ωn

1-f1,v1-un
1>V*1 ×V1+

  lim
n→∞
sup(J°

1(un
1,un

2;v1-un
1)+j1(un

1,v1))≥-lim
n→∞

εnα1(v1-vn
1)=0,

<ω*
2 -f2,v2-u2>V*1 ×V1+J

°
2(u1,u2;v2-u2)+j2(u2,v2)≥lim

n→∞
<μn
2-f2,v2-un

2>V*1 ×V1+

  lim
n→∞
sup(J°

2(un
1,un

2;v2-un
2)+j2(un

2,v2))≥-lim
n→∞

εnα2(v2-un
2)=0。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

上式说明u 是GVHI的解。假设GVHI的解不唯一,则存在u'≠u 是GVHI的另外一个解。根据Ωα(ε)的定义

可知u',u
 

∈Ωα(ε),而 u
 

-u' ≤diam(Ωα(ε))→0可推出u'=u。这与u'≠u 矛盾,故u 是GVHI的唯一解。
通过上述证明可知GVHI是α-强适定的,由此充分性得证。 证毕

定理2 设i=1,2,Vi 为Banach空间,V*
i 为对偶空间。若Ai,ji,Ji,αi 分别满足H(A)的1)~3)和6)~

7)以及H(j),H(J),H(α),则GVHI为α-广义强适定的充分必要条件是:对任意的ε>0有Ωα(ε)≠∅,并且当

ε→0时,有μ(Ωα(ε))→0。
证明 首先证明必要性。由于GVHI为α-广义强适定的,所以GVHI的解集S 非空。由于S⊆Ωα(ε),则

对任意的ε>0,Ωα(ε)≠∅。于是对任意的{un}∈S,有{un}为α-近似序列。由α-广义强适定性可知,存在{un}
的子序列收敛到S 中的某一点,因此S 是紧集。同样的,由于S⊆Ωα(ε),则:

 (Ωα(ε),S)=max{e(Ωα(ε),S),e(S,Ωα(ε))}=e(Ωα(ε),S)。
由于S 为紧集,则:

μ(Ωα(ε))≤ (Ωα(ε),S)=2e(Ωα(ε),S)。 (14)

若当ε→0时有e(Ωα(ε),S)→0,则必要性得证。否则当ε→0时有e(Ωα(ε),S)→/ 0,此时存在序列{un}及l>0,
使得当εn→0时,un∈Ωα(εn)有:

un∉S+B(0,l)。 (15)
这里,B(0,l)表示原点为圆心,半径为l的闭球。由于{un}为α-近似序列,故存在子序列收敛于S,这与式(15)
矛盾,故e(Ωα(ε),S)→0。结合式(14)有μ(Ωα(ε))→0,于是必要性得证。

接着证明充分性。根据条件可知,对任意的ε>0有Ωα(ε)≠∅,且当ε→0时μ(Ωα(ε))→0。假设S=
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∩
ε>0

Ωα(ε),由ε→0时μ(Ωα(ε))→0且Ωα(ε)为闭集(引理3),则根据文献[20]可知S 为非空紧集,并且当ε→0

有e(Ω(ε),S)= (Ωα(ε),S)→0。假设un=(un
1,un

2)为GVHI的α-近似序列,则存在(ωn
1,ωn

2)∈A1(un
1,un

2)×
A2(un

1,un
2)以及序列εn→0(n→∞)有:
<ωn

1-f1,v1-un
1>V*1 ×V1+J

°
1(un

1,un
2;v1-un

1)+j1(un
1,v1)≥-εnα1(v1-un

1),∀v1∈V1;

<ωn
2-f2,v2-un

2>V*2 ×V2+J
°
2(un

1,un
2;v2-un

2)+j2(un
2,v2)≥-εnα2(v2-un

2),∀v2∈V2。 
 

上式表明un∈Ωα(εn),于是有d(un,S)≤e(Ω(εn),S)→0。由于S 为紧集,于是存在ûn∈S,当n→∞时有

un-ûn →0。同样的根据S 的紧性,则存在{ûn}的子序列{û
nk}使得û

nk→u∈S。于是当n→∞时有:

u
nk-u ≤ u

nk-û
nk + û

nk-u →0。

上式表明GVHI的任何α-近似序列{un},都存在子序列{u
nk},使得这个子序列收敛到GVHI解集中的某一点

u。由此,显然GVHI是广义α-强适定的,故充分性得证。 证毕

3 结论

本文研究了一类系统广义变分-半变分不等式α-适定性。具体地,本文首先定义了α-近似序列以及集合

Ωα(ε)和集合Ψα(ε)。通过近似序列以及上述2个集合,讨论了该类系统广义变分-半变分不等式的度量性质,在
适当假设下分别给出了该系统广义变分-半变分不等式强适定和广义强适定的充要条件。值得一提的是,本文的

研究内容是文献[18]的进一步推广。具体的,针对文献[18],本文进一步将系统中的每个广义半变分不等式分

别添加一个凸函数φi(ui,vi),并将它推广为变分-半变分不等式。本文的研究表明,推广后的模型与原模型具

有类似的度量性质。由于当前大多数针对系统变分、半变分不等式的研究都是对称结构,故今后的研究工作中

可以针对具有非对称结构的系统广义变分-半变分不等式进行研究。
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Abstract:
 

Themetric
 

characterization
 

of
 

α-well-posedness
 

of
 

systems
 

of
 

generalized
 

variational-hemivariational
 

inequalities
 

is
 

studied.
Firstly,

 

the
 

α-approximation
 

sequence
 

is
 

defined,
 

and
 

the
 

sets
 

Ωα(ε)and
 

Ψα(ε)are
 

constructed.Under
 

appropriate
 

assumptions,
 

the
 

equivalence
 

and
 

closure
 

of
 

the
 

two
 

sets
 

are
 

proven.Secondly,
 

the
 

metric
 

characterizations
 

of
 

the
 

system
 

of
 

generalized
 

variational-
hemivariational

 

inequalities
 

are
 

discussed
 

under
 

very
 

mild
 

assumptions
 

on
 

involved
 

operators.Sufficient
 

and
 

necessary
 

conditions
 

for
 

the
 

α-strong
 

well-posedness
 

and
 

generalized
 

α-strong
 

well-posedness
 

of
 

the
 

system
 

of
 

generalized
 

variational-hemivariational
 

inequality
 

are
 

obtained.The
 

results
 

further
 

generalize
 

the
 

relevant
 

theorems
 

on
 

the
 

wellposedness
 

of
 

variational-hemivariational
 

inequalities
 

and
 

lay
 

the
 

foundation
 

for
 

further
 

research
 

in
 

this
 

field.
Keywords:

 

the
 

system
 

of
 

generalized
 

variational-hemvariational
 

inequalities;metric
 

characteristics;α-strong
 

well-posedness;

generalized
 

α-strong
 

well-posedness
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