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摘要:利用最大模原理、Taylor定理和估值定理研究了一类无界整函数的零点模性质,给出了零点模估计式。
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1 研究背景

解析函数是复分析中重要的研究对象,它是一类实部和虚部满足C.R.条件(即柯西-黎曼方程)的可微函

数[1]。它在复积分计算、调和函数性质、留数计算等方面都有重要的应用。利用解析函数理论可以解决诸多生

活中的实际问题[2]。例如,它可简化复杂运算和函数逼近,求解微分方程和优化问题,解决几何中的面积计算问

题,描述物理中的振动和周期性现象譬如声音和光的传播,帮助编程和软件开发人员快速定位问题、优化代码以

及提高代码的可读性和可维护性等。
整函数是一类特殊的解析函数,它是指在整个复平面上处处解析的函数。它有良好的性态,比如说它在整

个复平面上一定可以展成幂级数。例如多项式就是最简单的整函数[3]。关于整函数有一个非常著名的定理,即

Liouville定理:有界整函数必为常数。此定理具有很强的应用性。例如用它可以简洁地证明代数学基本定理。
由于此定理离不开有界性这个前提条件,故使用它会有一定的局限性[4]。关于无界整函数[5],目前人们考虑较

多的是它的级与型以及零点的收敛指数、亏格和典型乘积等问题[6],这些问题一直是人们的研究热点。近些年

来,涌现了许多新的结果,具体可参考文献[7-9]。而关于零点模,即零点的模长[9]以及零点所在的范围涉猎不

多。基于此,本文考虑了一类无界整函数的零点模的相关属性。通过最大模原理、Taylor定理和估值定理,研究

了整函数在中心圆(即圆心在坐标原点的圆)上的最大模性质,为后期研究整函数的增长性奠定了基础。
为方便读者阅读,设C为复数域,{zn}为解析函数f(z)的零点集(重零点计重数),r>0为常数,n(r)表示

满足 zn ≤r的zn 的个数,而M(f,r)=max
z =r

f(z)。

为了进行圆域上解析函数的模估计和高阶导数估计,需要解析函数的最大模原理、Taylor定理和估值定理,
分别阐述如下。

引理1[2] 设函数f(z)在区域D 内解析,则 f(z)在D 内任何点都不能达到最大值,除非在D 内f(z)恒
等于常数。

引理2[2] 设函数f(z)在区域D 内解析,a∈D,R>0。若圆域K:z-a <R 包含于D,则f(z)在K 内

能展成幂级数f(z)=∑
∞

n=0
cn(z-a)n,其中系数:

cn =
1
2πi∫Γρ

f(ζ)
(ζ-a)n+1dζ=f(n)(a)

n!
(n=0,1,2,…),

且展式是唯一的,这里Γρ:ζ-a =ρ,0<ρ<R。

引理3[2] 设函数f(z)沿曲线C 连续,且存在正数M 使得 f(z)≤M,L 为C 之长,则∫C
f(z)dz ≤ML。
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2 主要结果

运用解析函数的最大模原理、Taylor定理和估值定理,给出了零点的模估计式,也给出了无界整函数的

Taylor系数的模估计以及所含零点个数的估计式。
定理1 设f(z)是满足f(0)≠0的整函数,则:

M(f,r)≥
f(0)rn(r)

z1z2…zn(r)
。 (1)

证明 考虑函数:

g(z)=f(z)∏
n(r)

k=1

r2-zkz
r(z-zk)

, (2)

则g(z)在 z ≤r上解析。当 z =r时,有:

g(z)= f(z)∏
n(r)

k=1

r2-zkz
rz-zk

= f(z)∏
n(r)

k=1

zz-zkz
rz-zk

= f(z)。

利用引理1可得:

g(0)≤max
z =r

g(z)=max
z =r

f(z)=M(f,r)。 (3)

由式(1)和(2)有:

g(0)= f(0)∏
n(r)

k=1

r
zk

=
f(0)rn(r)

z1z2…zn(r)
。 (4)

联立式(3)、(4),即得式(1)。 证毕

定理2 设f(z)是满足f(0)≠0的整函数,则:

log
 

M(f,r)≥logf(0)-n(δr)log
 

δ, (5)
其中:δ为常数,0<δ<1。

证明 由定理1可得:

M(f,r)≥
f(0)rn(r)

z1z2…zn(r)
=

f(0)rn(r)

z1 z2 … zn(r)
=

f(0)rn(δr)

z1 z2 … zn(δr)
· rn(r)-n(δr)

zn(δr)+1 zn(δr)+2 … zn(r)
。(6)

因为:

zi <δr⇒
1
zi

>
1
δr
,i=1,2,…,n(δr),

zj <r⇒
1
zj

>
1
r
,j=n(δr)+1,n(δr)+2,…,n(r),

由式(6)有:

M(f,r)≥ f(0)·
r
δr  

n(δr)

·r
n(r)-n(δr)

rn(r)-n(δr)= f(0)·
1
δ  

n(δr)

。 (7)

再在式(7)等号两边取对数,即得(5)式。 证毕

定理3 设f(z)=∑
∞

n=0
cnzn 是一个在C上无界的整函数,满足f(0)≠0,且当 z ≥1时,f(z)≤e z λ,

其中λ>0为常数,则存在正整数n0,使得当n>n0 时,有 cn ≤
λe
n  

n
λ
,且lim

r→∞

log
 

n(r)
log

 

r ≤λ。

证明 显然f(z)在C内不恒为常数。再由引理2和引理3有:

cn =
1
2πi∫z =r

f(z)
zn+1dz ≤

1
2π
·M(f,r)

rn+1 ·2πr=
M(f,r)

rn
。 (8)

对0<δ<1,由定理2可得n(δr)≤
1

-log
 

δ
[logM(f,r)-logf(0)]。由于当 z ≥1时,f(z)≤e z λ,故:

M(f,r)≤er
λ, (9)
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再由式(8)、(9),并考虑到函数g(x)=xλ-nlog
 

x(x>0)在点x= n
λ  

1
λ
处取得最大值,所以有:

cn ≤
er

λ

rn =e
rλ-nlog

 

r≤e
n
λ 1-log

n
λ  = λe

n  
n
λ
。

又由式(5)、(9)有:

n(δr)
(δr)λ

≤
log

 

M(f,r)-logf(0)
(-log

 

δ)(δr)λ
≤
rλ-logf(0)
(-log

 

δ)(δr)λ
=
1-
logf(0)

rλ

(-log
 

δ)δλ ,

从而有:

lim
r→∞

n(r)
rλ =lim

r→∞

n(δr)
(δr)λ

≤
1

(-log
 

δ)δλ=K。

于是∃K>0,使得lim
r→∞

n(r)
rλ ≤K。因此,∃r0>0,使得当r>r0 时,有n(r)

rλ ≤K,于是有
log

 

n(r)
log

 

r ≤
log

 

K
log

 

r+λ
。

进一步地,有lim
r→∞

log
 

n(r)
log

 

r ≤λ。 证毕
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Abstract:
 

The
 

zero
 

point
 

property
 

of
 

entire
 

function
 

is
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of
 

the
 

popular
 

topics
 

in
 

complex
 

analysis
 

theory.
 

By
 

using
 

the
 

maximum
 

modulus
 

principle,
 

Taylor’s
 

theorem
 

and
 

the
 

estimation
 

theorem,
 

the
 

zero
 

modulus
 

property
 

of
 

a
 

class
 

of
 

unbounded
 

entire
 

functions
 

is
 

studied.
 

Moreover,
 

the
 

zero
 

modulus
 

estimation
 

formula
 

is
 

also
 

given.
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