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三次拟线性浅水波方程解的适定性研究
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摘要:立方拟线性浅水波 Camassa-Holm 型方程是关于 Euler方程在全水波范围的渐近展开。为讨论该方程的解的

Cauchy问题,利用输运方程理论和经典Friedrichs正则化方法,建立了该三次拟线性浅水波方程模型解在临界Besov空

间B1+1/p
p,1 (1≤p<∞)中的局部适定性,即得到该模型解的存在唯一性以及解关于初值的连续依赖性。
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1 研究背景

本文将研究一类具有三次非线性项的Camassa-Holm型拟线性浅水波方程解的Cauchy问题:

mt+k1(2uxm+umx)+k2 u2-
1
4
(u2)xx  u  x

+k3ux=0,x∈R,t>0;

u(0,x)=u0(x),x∈R。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

(1)

其中:m=u-uxx 为动量密度,u(t,x)表示水平底面到水波自由表面的高度,ki(i=1,2,3)为参数[1]。
地球表面大部分被水覆盖,水分与水蒸气的变化深刻影响着自然气候,因此研究水波的流体运动具有重要

的现实意义。线性模型在解释孤立波和破裂现象等重要的非线性现象时存在局限性,促使研究者们寻求非线性

模型来解释这些行为。1895年,为解释Russell观察到的孤立波现象,Korteweg等人[2]推导并建立了著名的

KdV方程:

ut+6uux+uxxx=0,
它属于小振幅大波长的水波方程,参数μ≪1,ε=ο(μ2),其中记号ο表示同阶无穷小。1972年,Benjami等人[3]

提出BBM方程:

ut+ux+uux-uxxt=0。
该方程比KdV方程具有更好的光滑性质,能描述小振幅大波长的水波,解是全局且轨道稳定的,但它同样不能

模拟破裂现象。1993年,Camassa等人[4]推导出新的非线性色散波方程:

mt+umx+2uxm=0,m=(1-∂2x)u。
该方程简称为CH方程,它既能描述浅水波在水平底部的单向运动,又具有破裂现象。

此后,数学工作者不断探索,提出了诸多具有尖峰解的可积系统。

1995年,Fokas[5]借助双Hamilton结构,从经典可积的浅水波系统中推导出带有三次非线性项的CH方程:

mt+(u2-u2
x)mx+2uxm2+bux=0。

Fuchssteiner等人[6]也通过不同的方法得到该方程。2006年,Qiao等人[7]在Fokas的基础上,从二维的Euler
方程中推导出了该方程,并给出了Lax对、M/W-shaped孤立子和peaked/cusped孤立子,使该方程在三次非线

性系统研究中备受关注。特别地,它是首个具有尖峰解的立方非线性方程。2012年,Gui[8]指出该方程解的奇异
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性仅以波裂的形式出现,并描述了新的波裂运动。在此之后,Fu等人[9]得出此方程在Besov空间中强解的局部

适定性及爆破估计。
为了更精准地描述更大振幅的奇异波现象,需要挖掘具有更强非线性效应的模型方程。受CH方程启发,

Chen等人[1]首次推出了同时带有二次项和三次项的Camassa-Holm方程(如上述方程(1))。近期,Di等人[10]研

究了该孤立波的轨道稳定性以及三次Camassa-Holm型方程(1)的Liouville型性质。随后,Chen等人[11]证明了

尖峰孤立波轨道稳定性。Mi等人[12-13]还探讨了该方程Cauchy问题的局部适定性、爆破性质及解析性等。Chen
等人[14]研究了带有三次非线性项的Camassa-Holm型方程在波破裂后解的连续性,讨论了此方程 Hölder连续

性、解的整体存在性和唯一性。
尽管已有多种浅水波模型能同时描述孤立子和波的现象,但它们的性质却各不相同。而方程的适定性始终

都是关键性问题。近些年来,学者们在不同空间中展开研究。从物理和数学角度出发,研究CH方程在不同空

间的性质,有助于更全面地认识浅水波理论。因此,本文旨在研究方程(1)在非齐次临界Besov空间B1+1/p
p,1 中的

局部适定性结果,以及在Bs
p,r 空间的连续性。

由于方程(1)的三次非线性结构复杂,故借助经典的Friedrichs正则化方法来证明局部适定性,关键在于构

造如下一致有界的Cauchy序列{uk}k∈N:

Uk≤
U0

(1-4CU2
0t)

1
2

,Uk(t)= uk(t)Bs
p,r
+1。

定理1 若模型(1)的初值u0∈B1+1/p
p,1 ,p∈[1,∞),则存在时刻T>0使得方程(1)有唯一解u∈E1+1/p

p,1 (T),
且解连续依赖于初值。

注 E1+1/p
p,1 (T)是时空函数空间L∞([0,T];B1+1/p

p,1 )∩C([0,T];B1+1/p
p,1 )的简记,表示对任意时刻t∈[0,T],

解u(t,x)在空间上属于B1+1/p
p,1 。

2 定理1的证明

下面将研究方程(1)在非齐次临界Besov空间中的局部适定性。为了方便计算,将方程(1)转化为输运方程

的形式:

ut+k1u+
k2
2u

2  ux=f(u,ux),t∈R+,x∈R;

u(x,0)=u0(x),t=0,x∈R。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

(2)

其中:

f(u,ux)=∂x(1-∂2x)-1(b1u+b2u2+b3u3+b4u2
x+b5uu2

x)。
 

要证明定理1,即需证明解的存在性、唯一性和解对初值的连续依赖性。

2.1 存在性

定义u0≐0,则存在一个光滑函数序列{uk}k∈N 使得:

∂tuk+1+k1uk+
k2
2u

2
k  ∂xuk+1=f(uk,∂xuk);

uk+1(0)=Sk+1u0。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

其中:f(uk,∂xuk)=∂x(1-∂2x)-1[b1uk+b2u2
k+b3u3

k+b4(∂xuk)2+b5uk(∂xuk)2]。

假设对所有的时间T>0有uk∈L∞([0,T];B1+1/p
p,1 ),进一步可得:

f(uk,∂xuk)B1+1/pp,1
≤C(uk B1/pp,1

+ u2
k B1/pp,1

+ u3
k B1/pp,1

+ ∂xuk B1/pp,1
+ uk B1+1/pp,1

∂xuk
2
B2+1/pP,1

)≤

C(uk
3
B1+1/pp,1

+1),

即存在解uk+1∈E1+1/p
p,1 ,由引理2可得:

uk+1 B1+1/pp,1
≤expC∫

t

0
((∂xuk +uk∂xuk)(τ)B1/pp,1

)dτ  u0 B1+1/pp,1
+

C∫
t

0
expC∫

t

τ
(∂xuk +uk∂xuk)(τ')B1/pp,1

dτ'  f(uk,∂xuk)B1+1/pp,1
dτ。

78第4期              何 娇,等:三次拟线性浅水波方程解的适定性研究



进一步可知:

uk+1 B1+1/pp,1
+1≤expC∫

t

0
(1+ uk(τ)B1+1/pp,1

)2dτ  (1+ u0 B1+1/pp,1
)+

C∫
t

0
expC∫

t

τ
(1+ uk(τ')B1+1/pp,1

)2dτ'  (1+ uk(τ)B1+1/pp,1
)3dτ。

若定义Uk(t)= uk(t)B1+1/pp,1
+1,U0(t)= u0 B1+1/pp,1

+1,则有:

Uk+1(t)≤expC∫
t

0
U2

k(τ)dτ  U0+C∫
t

0
exp

 

C C∫
t

τ
U2

k(τ')dτ'  U3
k(τ)dτ。 (3)

设0<T<1/(4CU2
0),通过归纳可知:

Uk≤
U0

(1-4CU2
0t)

1
2

,∀t∈[0,T)。 (4)

事实上,若方程(4)对于任意的k成立,那么当0≤τ<t<T 时,可知:

expC∫
t

τ
U2

k(τ')dτ'  ≤exp∫
t

τ

CU2
0

(1-4CU2
0τ')
dτ'  = 1-4CU2

0τ
1-4CU2

0t  
1
4
。

将上式和式(4)代入式(3),可得:

Uk+1(t)≤
U0

(1-4CU2
0t)

1
4
+

CU3
0

(1-4CU2
0t)

1
4∫

t

0
(1-4CU2

0τ)
-
5
4dτ=

U0

(1-4CU2
0t)

1
2

。

即序列{uk}k∈N 在L∞([0,T];B1+1/p
p,1 )上一致有界。并且{uk}k∈N 是L∞([0,T];B1+1/p

p,1 )中的一个Cauchy序列,

则∂tuk 在L∞([0,T];B1+1/p
p,1 )中一致有界,则uk 在C([0,T];B1+1/p

p,1 )∩C1/2([0,T];B1+1/p
p,1 )中一致有界。因此,

u∈L∞([0,T];B1+1/p
p,1 )。

利用Ascoli定理和Canton定理,可推导出存在函数uj 使得对于任意的u∈N,φjuk 收敛于uj。此外,还可

进一步推导出存在某个函数u,使得对于任意的φ∈D,φuk 在C([0,T];B1/p
p,1)中趋于φu。利用Fatou性质可得

u∈L∞([0,T];B1+1/p
p,1 ),再利用插值不等式可知,对于任意的ε>0,φuk 在C([0,T];B1+1/p-ε

p,1 )中收敛到φu。由

于(1-∂2x)-1∂x 是一个好算子,所以易证u 是方程(2)的解。根据方程(2)右边有∂tu∈C([0,T];B1/p
p,1)。取方程

的近似解(uε)ε>0 可得解u∈Ep
T 连续。

2.2 唯一性

设u 为光滑解,引入新变量ξ∈R,并定义y(t,ξ)的特征如下所示:

yt(t,ξ)=k1u+
k2
2u

2,x∈R;

y(t,ξ)t=0=ξ。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

(5)

定义U(t,ξ)=u(t,y(t,ξ)),则Uξ=ux(t,y(t,ξ))yξ(t,ξ)。进一步知U(t,ξ)是方程(2)的解,即:

Ut(t,ξ)=ut(t,y(t,ξ))+ux(t,y(t,ξ))yt(t,ξ)= ut+k1u+
k2
2u

2  ux
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 (t,y(t,ξ))=

f(u,ux)(t,y(t,ξ))≐F
~(U,Uξ)(t,ξ)。

令x=y(t,η),且对式(5)中的变化量ξ求导可得:

Utξ =F
~

ξ(t,ξ)=-K(U)yξ -
Q(U,Uξ)

yξ
+
yξ

2∫R
e

-∫ξ
η
yξ
(s)ds

K(U)yη +
Q(U,Uη)

yη  (t,η)dη  ,
其中:K(U)≐b1U+b2U2+b3U3,Q(U,Uη)≐b4U

2
η+b5UU2

η。
通过推导可得:

ytξ(t,ξ)=k1Uξ+k2UUξ,

y(t,ξ)=ξ+∫
t

0
k1U+

k2
2U

2  (τ,y(τ,ξ))dτ,
yξ(t,ξ)=1+∫

t

0
(k1Uξ +k2UUξ)(τ,y(τ,ξ))dτ。 (6)
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事实上,u 在CT(B1+1/p
p,1 )中是一致有界的,根据B1+1/p

p,1 →W1,p∩W1,∞嵌入,得到u 在CT(W1,p∩W1,∞)中是

一致有界的。上述方程意味着yξ 在L∞([0,T];L∞)中是有界的,且Uξ=ux(t,y(t,ξ))yξ(t,ξ),使得U(t,ξ)
在L∞([0,T];W1,∞)中有界。另外,上述方程还表明对足够小的T>0,1/2≤yξ≤Cu0 有:

U(t,ξ)p
Lp =∫R

U(t,ξ)pdξ=∫R
u(t,y(t,ξ)p 1

yξ
dy≤ u p

Lp
1
yξ L∞

≤2u p
Lp ≤C,

并且:

Uξ(t,ξ)p
Lp =∫R

ux(t,y(t,ξ)p yξ
p-1dy≤ ux

p
Lp yξ

p-1
L∞ ≤Cup-1

0 ux
p
Lp ≤C。

上述2个不等式表明对于方程(6)中1/2≤yξ≤Cu0,∀t∈[0,T]可得U(t,ξ)∈L∞
T(W1,p∩W1,∞)。

设方程(2)在E1+1/p
p,1 (T)中的2个解分别为u1,u2,并且令Ui(t,ξ)=u(t,yi(t,ξ))(i=1,2)。接下来估计

范数 U1(t,ξ)-U2(t,ξ)W1,p∩W1,∞
。

注意:

∂t(U1-U2)(t,ξ)=(∂tu1+∂ty1∂xu1)-(∂tu2+∂ty2∂xu2)=F
~
1(t,ξ)-F

~
2(t,ξ)。

根据上面的论证可知,对足够小的T>0,有:

Ui(t,yi(t,ξ))∈L∞
T(W1,p∩W1,∞),yi(t,ξ)-ξ∈L∞

T(W1,p∩W1,∞),1
2≤yiξ≤Cu0,

且从方程(4)可知:

y1-y2 W1,p∩W1,∞ ≤ y1(0)-y2(0)W1,p∩W1,∞ +C∫
T

0
(U1-U2 W1,p∩W1,∞ + U2

1-U2
2 W1,p∩W1,∞

)dt。

对于 U1(t,ξ)-U2(t,ξ)W1,p∩W1,∞
可由类似的不等式来考虑 F

~
1(t,ξ)-F

~
2(t,ξ)W1,p∩W1,∞

的估计值。对于

F
~
1(t,ξ),F

~
2(t,ξ)有:

F
~
1(t,ξ)-F

~
2(t,ξ)=∑

4

i=1
Ii, (7)

由于yi(t,ξ)(i=1,2)单调递增,则sgn(yi(ξ)-yi(η))=sgn(ξ-η)。若ξ>η(或ξ<η),可以得到yi(ξ)>
yi(η)(或yi(ξ)<yi(η)),即有:

I1=∫
∞

ξ
(e

y1(ξ)-y1(η)-e
y2(ξ)-y2(η))Q

(U1,U1η)
y1η

dη-∫
ξ

-∞
(e

-(y1(ξ)-y1(η))-e
-(y2(ξ)-y2(η)))Q

(U1,U1η)
y1η

dη≤

C U1-U2 L∞ 1≥o(x)e
-|x| *

U2
1η +U1U2

1η

y1η
+1≤o(x)e-|x| *

U2
1η +U1U2

1η

y1η  。
其中:*表示卷积。

同理,将Ii(i=1,2,3,4)代入方程(7),可知:

F
~
1(t,ξ)-F

~
2(t,ξ)L∞∩Lp≤C(U1-U2 L∞∩Lp+ U1η-U2η L∞∩Lp+ y1η-y2η L∞∩Lp),

F
~
1ξ(t,ξ)-F

~
2ξ(t,ξ)L∞∩Lp≤C(U1-U2 L∞∩Lp+ U1η-U2η L∞∩Lp+ y1η-y2η L∞∩Lp)。

 

(8)
综上可得:

F
~
1(t,ξ)-F

~
2(t,ξ)W1,p∩W1,∞≤C(U1-U2 W1,p∩W1,∞+ y1-y2 W1,p∩W1,∞

)。
此外,根据式(4)、(6)、(8)以及Gronwall不等式可知:

U1-U2 W1,p∩W1,∞ + y1-y2 W1,p∩W1,∞ ≤C(U1(0)-U2(0)W1,p∩W1,∞ + y0-y0 W1,p∩W1,∞
)+

C∫
T

0
(U1-U2 W1,p∩W1,∞ + y1-y2 W1,p∩W1,∞

)dt。

再应用Gronwall不等式的积分形式可得:

U1-U2 W1,p∩W1,∞+ y1-y2 W1,p∩W1,∞≤C u1(0)-u2(0)B1+1/pp,1
,

其中:y1(0)=y2
(0)=ξ,Ui=ui(0),i=1,2。由此可得:

u1-u2 Lp≤C u1􀳱y1-u2􀳱y2 Lp≤C U1-U2 Lp+C u2x L∞ y1-y2 Lp≤C u1(0)-u2(0)B1+1/pp,1
。

最后根据Lp→B0
p,∞嵌入可知:
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u1-u2 B0p,∞
≤C u1-u2 Lp≤C u1(0)-u2(0)B1+1/pp,1

。

因此,u1(0)=u2(0),即得证解的唯一性。

2.3 解对初值的连续依赖性

假设uk,u∞与初值(u0)k,(u0)∞满足方程(2),根据上面的证明可知uk,u∞在L∞([0,T];B1+1/p
p,1 )中一致有

界,且对于任意的t∈[0,T],有 (uk-u∞)(t)B0p,∞
≤C (u0)k-(u0)∞ B1+1/pp,1

。用插值不等式知,对任意的ε>0,

uk 在B1+1/p-ε
p,1 收敛于u∞。令ε=1可得,在C([0,T];B1/p

p,1)中uk→u∞。则下面只需证∂xuk→∂xu∞ 在C([0,

T];B1/p
p,1)中成立。假设wk=∂xuk=vk+hk,接下来将wk 中的vk,hk 分开求解可得:

∂tvk+k1uk+
k2
2u

2
k  ∂xvk=∂xf(u∞)-(∂xu∞)2-u∞(∂xu∞)2;

vk|t=0=∂x(u0)∞。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

∂thk+k1uk+
k2
2u

2
k  ∂xhk=fx(uk)-fx(u∞)-((∂xuk)2-(∂xu∞)2)-uk(∂xuk)2+u∞(∂xu∞)2;

hk t=0=∂x(u0)k-∂x(u0)∞。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

由于(uk)k∈N 和u∞在B1+1/p
p,1 中有界,则有:

(∂xuk)2-(∂xu∞)2 B1/pp,1
≤C ∂xuk-∂xu∞ B1/pp,1

,

uk(∂xuk)2-u∞(∂xu∞)2 B1/pp.1
≤C(uk-u∞ B1/pp.1

+ ∂xuk-∂xu∞ B1/pp.1
),

∂xf(uk)-∂xf(u∞)B1/pp.1
≤C(uk-u∞ B1/pp.1

+ ∂xuk-∂xu∞ B1/pp.1
)。

根据上述不等式,对于任意的k∈N有:

hk(t)B1/pp,1
≤C w0k -w0∞ B1/pp,1

+∫
t

0
uk -u∞ B1/pp,1

+ vk -v∞ B1/pp,1
+ hk B1/pp,1

dτ  。
由于(w0)k 在B1/p

p,1 中收敛到(w0)∞,uk 在C([0,T];B1/p
p,1)中收敛到u∞,vk 在C([0,T];B1/p

p,1)中收敛到v∞,故
利用Gronwall引理得到hk 在C([0,T];B1/p

p,1)中收敛到0。即根据引理可知,在C([0,T];B1/p
p,1)中h∞=0。因此:

wk-w∞ L∞([0,T];B1/pp,1
)≤ vk-v∞ L∞([0,T];B1/pp,1

)+ hk-h∞ L∞([0,T];B1/pp,1
)≤

vk-v∞ L∞([0,T];B1/pp,1
)+ hk L∞([0,T];B1/pp,1

)
,

即可得在C([0,T];B1/p
p,1)中∂xuk→∂xu∞。

3 结论

本文围绕一类具有三次非线性项的拟线性浅水波Camassa-Holm方程,深入研究了方程(1)的解的局部适

定性。通过利用输运方程理论和Friedrichs正则化方法研究了该方程的适定性且可知方程的解连续依赖于初

值。进一步,通过构造逼近解的方法研究该解映射的一致连续性。在研究过程中,取得了一些重要结果。不仅

丰富了浅水波方程的理论体系,也为相关领域的实际应用提供了更为坚实的基础。
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Abstract:
 

It
 

mainly
 

studies
 

the
 

Cauchy
 

problem
 

of
 

the
 

cubic
 

quasilinear
 

shallow
 

water
 

wave
 

equation.
 

This
 

equation
 

is
 

derived
 

from
 

the
 

asymptotic
 

expansion
 

of
 

the
 

Euler
 

equation
 

in
 

the
 

full
 

range
 

of
 

water
 

waves.
 

By
 

using
 

the
 

transport
 

equation
 

theory
 

and
 

the
 

classical
 

Friedrichs
 

regularization
 

method,
 

the
 

local
 

well-posedness
 

of
 

the
 

solutions
 

of
 

this
 

shallow
 

water
 

wave
 

model
 

in
 

the
 

critical
 

Besov
 

space
 

is
 

established.
 

That
 

is,
 

the
 

existence
 

and
 

uniqueness
 

of
 

the
 

solutions
 

of
 

this
 

model
 

and
 

the
 

continuous
 

dependence
 

of
 

the
 

solutions
 

on
 

the
 

initial
 

values
 

are
 

obtained.
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