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一种用于高阶数据预测的张量自回归方法研究
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摘要:通过张量方法为高阶高维时间序列构建一种新的回归模型。基于张量奇异值分解,在张量T-积下利用管秩为张量

时间序列预测问题提出了一种新型的低秩自回归模型,并采用交替极小化算法进行模型参数估计。数值实验结果显示,

该模型在预测精度和计算时间方面均表现出一定优势。该结果验证了这个低秩自回归模型的可行性与有效性。
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1 研究背景

回归分析是数据分析领域中的核心工具,主要用于分析2个或多个变量之间的相关性、方向、强度等关系,
并通过建立数学模型来预测研究者感兴趣的变量。传统回归分析方法已经形成了多个研究分支,包括广义线性

回归[1]、偏最小二乘法[2]、高斯过程法[3]、随机森林法[4]、支持向量回归法[5]以及神经网络[6-7]等。这些方法通常

采用向量或矩阵形式对回归系数建模,以刻画输入变量与目标变量之间的关系。然而,随着互联网和数据技术

的发展,现代数据以更复杂的形式呈现,超越了传统向量和矩阵的表达方式。面对这种多维数据结构,传统回归

分析方法在提取有效信息方面逐渐显得力不从心。张量(高维数组)的引入,为处理高阶高维数据提供了自然的

扩展路径。近些年来,基于张量结构的回归模型在理论与应用方面获得了很大的进展,已成为大规模数据分析

的重要工具,并在图像分析[8]、时空数据分析[9]、机器学习[10-12]等领域得到了广泛使用。
相较于传统的向量或矩阵数据结构,张量能够更有效地保留数据的潜在关系,从而更准确地表达多维信息,

在数据存储和处理中展现出独特的优势。现实中,许多领域(如工程学、经济学等)的观测数据往往以高阶高维

结构呈现,尤其是与时间点密切相关的复杂数据,通常就可以自然地表示为张量形式。例如,按时间段记录的网

络交通流量数据中不同终端对之间的交互关系,即可构成1个三阶张量时间序列。然而,传统回归模型往往仅

适用于低维数据,难以充分利用高阶数据中蕴含的结构信息,因此限制了高阶数据在复杂时间序列建模中的表

现。为解决此问题,Rogers等人[13]针对张量时间序列首次提出了高阶预测模型:多重线性动态系统(multilinear
 

dynamical
 

systems,
 

MLDS),该模型通过追踪潜在的张量状态和观测到的张量序列来实现预测,为这一领域提

供一种可行的解决方案。
近些年来,张量分解作为一种从张量数据中提取关键信息的强大工具受到了研究者的广泛关注。它包括

CP(candecomp/parafac)分解[14]、Tucker分解[15]、张量火车(tensor
 

train,TT)分解[16]等诸多方法。特别地,在

2011年,Kilmer等人[17]通过将张量转化为相应的管矩阵,并在管矩阵上进行分解,提出了张量奇异值分解

(tensor
 

singular
 

value
 

decomposition,T-SVD)。该方法不仅可以有效地降低计算量,还可以充分保留管纤维之

间的信息数据。张量奇异值分解方法一经提出,便迅速在众多领域得到了广泛应用。随着张量分解与张量运算

技术的不断发展,研究者们提出了多种基于不同分解方法的自回归模型,进一步推动高阶时间序列预测的研究
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进展。2019年,Gao等人[18]基于张量核范数(tensor
 

nuclear
 

norm,TNN),借助张量奇异值分解,建立张量线性

回归模型进行数据分析。2021年,Chen等人[19]提出保留矩阵时间序列结构的自回归模型(autoregressive
 

models
 

for
 

matrix-valued
 

time
 

series,
 

MAR)。相较于一般的向量自回归模型(vector
 

autoregressive
 

modeling,
 

VAR)[20],MAR模型可以在保留数据结构的同时拥有 VAR模型的优点。在此基础上,Li等人[21]通过张量

Tucker-分解在张量模态积的定义下结合 MAR模型,给出了一种新的张量自回归模型(tensor
 

autoregressive
 

models,
 

TenAR),并在不同方法下的自回归参数估计下,该模型能直接得到和原数据相同结构的预测值。同

年,Hill等人[22]在张量积的基础上提出具有鲁棒性的张量自回归模型,并证明该模型在计算参数估计上具有很

大的优势。2022年,Wang等人[23]在减秩思想的基础上,利用张量Tucker-分解实现同时沿3个方向限制参数空

间,从而达到自回归参数的大规模降维。同年,Cates等人[24]则通过结合自回归模型以及张量分解提出了L-变
换下的张量自回归模型(L-TAR),并使用最小二乘法完成模型的参数估计。2024年,Wang等人[25]通过截断的

张量奇异值分解建立了低秩张量自回归预测器。
值得注意的是,通过张量奇异值分解定义的张量管秩总是少于通过Tucker分解定义的Tucker秩,这使得

基于张量奇异值分解的模型在计算效率上通常优于基于Tucker分解的模型。受此启发,本文在张量T-积的定

义框架下,基于张量管秩,将传统的自回归模型与张量奇异值分解相结合,在保证不破坏原有张量数据结构的情

况下对它进行回归建模,进而提出一种新型的低秩张量自回归模型。本文还设计了基于交替极小化方法的求解

算法,并通过在合成数据和真实时间序列数据集上的实验验证所提方法的有效性和优越性。

2 符号说明与预备知识

在本文中,小写字母a,b,c,…表示标量,加粗小写字母a,b,c,…以及加粗大写字母A,B,C,…分别表示向

量和矩阵,加粗大写花体字母 ,ɢ ,ɢ ,…表示张量。实数域记为 R,复数域记为C,单位矩阵为I。对于任意的

正整数n,定义[n]∶={1,2,…,n}。
对一个三阶张量 ∈Cm×n×p,m,p 均为正整数,(i,j,k)位置的元素表示为 ijk。对张量 进行正面切片的

第k片表示为 (:,:,k)。令管标量aij∈C1×1×p 表示张量 的第(i,j)个管纤维,即aij= (i,j,:),其中i∈
[m],j∈[n]。此外,令aij(k)表示管纤维aij 的第k 个元素,其中k∈[p]。相应地,根据管纤维的相关表示方

法,并引入记号Cm×n
p 代替Cm×n×p,可以将三阶张量 ∈Cm×n×p 视为一个由长度为p 的管标量构成的m×n 管

矩阵,记作 =(aij)∈Cm×n
p 。在此设定下,张量 ∈Cm×n

p 的第k 个正面切片可表示为A(k)=(aij(k))∈Cm×n,

A(k)恰好是一个m×n 矩阵。任意2个管矩阵 =(aij),ɢ =(bij), ,ɢ ∈Cm×n
p ,定义内积为 < ,ɢ >=

∑
m

i=1
 ∑

n

j=1

<aij,bij>。  的Forbenious范数定义为  F= < , >。 对于2个给定的矩阵A,B∈Cm×n,内积

表示为<A,B>=tr(AHB),tr为矩阵的迹,AH 为A 的共轭转置。对于矩阵A∈Cm×n,将它的核范数表示为

A * = ∑
min{m,n}

i=1
σi(A),σmax(A)和σmin(A)分别表示矩阵A 的最大奇异值和最小奇异值。

对任意给定的三阶张量ɢ =(cil)∈Cm×n
p 以及矩阵D=(dlj)∈Cn×s,定义张量和矩阵运算  = ɢ D =

∑
n

l=1
cildlj  。 可以注意到 的第k个正面切片 (k)由C(k)D 得到,这意味着:

 F= ∑
p

k=1
G(k)

2
F ≤ ∑

p

k=1
C(k)

2
F D 2

2 = ɢ F D 2。

对于任意矩阵C∈Cm×n,D∈Cn×s 均有 CD F≤ C 2 D F。类似地,对于任意张量ɢ =(clj)∈Cm×n
p 以及

矩阵D=(dil)∈Cs×m,定义  =D ɢ= ∑
n

l=1
dilcij  。 同样有  F≤ ɢ F D 2。

Q∈Cp×p 为一个正交阵。对于任意给定的向量a∈Cp,定义映射φQ:Cp→Cp,在该映射下的像
 

a∶=φQ(a)=
Qa。定义该映射的逆映射为φ-1

Q :Cp→Cp,逆映射下的像为φ-1
Q (a)=Q-1a。任意给定a,b∈Cp,定义在矩阵Q

下的张量积运算为a☉Qb=φ-1
Q (φQ(a)􀳱φQ(b))。其中􀳱表示向量的 Hadamard积。为了方便叙述,下文的表述

式中将省略Q,用a☉b表示2个向量在Q 下的张量T-积。
定义1[26] (Q 变换下的张量T-积)给定正交阵Q∈Cp×p,以及张量 =(ail)∈Cm×s

p ,ɢ =(blj)∈Cs×n
p ,张
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量 与张量ɢ 的积为张量ɢ ≡(cij)∈Cm×n
p ,记为 ɢ 。其中:

cij =∑
s

l=1
ail☉blj,i∈[m],j∈[n]。

这种变换后的张量T-积运算是通过将张量 与张量ɢ 等效地转化为管矩阵进行运算,在此定义下可以保留

矩阵乘法,但需要将标量乘法替换为处理后的管运算。如果矩阵Q 为快速傅里叶变换矩阵,则 ɢ 退化为

Kilmer等人[17]提出的张量T-积。文献[24]提出的余弦变换张量积也是该张量T-积定义下的特殊例子。
若Q∈Cp×p 为正交阵,对 =(aij),ɢ =(bij), ,ɢ ∈Cm×n

p ,定义运算  ∶=φQ( )=φQ(aij),ɢ∶=

φQ(ɢ )=φQ(bij)。显然可得< ,ɢ >=< ,ɢ >以及

ɢ= ɢ ⇔cij(k)=∑
s

l=1
ail(l)blj(l),k∈[p]。

上式也等同于:

C(k)=A(k)B(k),k∈[p]。
若张量 ∈Cm×m

p 是f-对角张量且所有对角管均为eQ,eQ=φ-1
Q (e),e=(1,1,…,1)T∈Cp,则称 为矩阵Q

下的单位张量,记为 m。显然 为矩阵Q 下的单位张量当且仅当
 

A(k)对任意k∈[p]均为m×m 的单位矩阵。

若存在张量ɢ ∈Cm×m
p 使得 ɢ =ɢ  =  m,则称张量 ∈Cm×m

p 为可逆张量,记 -1=ɢ 。特别地,若
 -1= H,则称 为 -酉张量;若对于张量 ∈Cm×q

p (q≤m)也满足 H = q,则称 为部分 -酉张量。对于

张量 ∈Cm×n
p ,ɢ ∈Cm×s

p 且ɢ 为部分 -酉张量;若存在ɢ ∈Cs×n
p ,使得 =ɢ ɢ ,则定义ɢ 中的管列向量{ɢ·1,

ɢ·2,…,ɢ·s}为张量 的管列向量在运算 下的一组正交基,也可等价表示为 =ɢ ɢ H  。
通过上述变换后的张量T-积,可以得到三阶张量在变换矩阵Q 下的张量奇异值分解(tensor

 

singular
 

value
 

decomposition,T-SVD)。对于给定的三阶张量 ∈Cm×n
p ,存在2个变换Q 下的正交张量 ∈Cm×m

p 和 ∈Cn×n
p ,

以及一个f-对角张量 ∈Cm×n
p ,使得 =   -1,这被称为张量 在变换Q 下的张量奇异值分解。

定义2[26] (Q 变换下的张量管秩)给定正交阵Q∈Cp×p,张量 =(ail)∈Cm×s
p 在变换Q 下( =φQ( ))

的第k个正面切片的秩记为rk,即rk=rank(A(k)),k∈[p]。令 在变换Q 下的管秩记为rankt( ),则有

rankt( )=#{i  (i,i,:)≠0}=max{rk k∈[p]},其中#表示集合的基数(即元素个数), 来源于 在变换

Q 下的张量奇异值分解 =   -1。

3 新模型的提出与求解

本节首先提出了一个用于三阶张量时间序列的张量自回归模型,再借助稀疏张量优化技术对该自回归模型

中涉及的系数张量求解提出了一种可行的计算方法。

3.1 模型简介

传统的自回归模型首先用于以向量为数据结构的时间序列预测,其中每天的观测数据均为向量形式,自回

归参数为矩阵结构,S 阶的传统自回归模型为:

xt=∑
S

s=1
Asxt-s +rt,t=S+1,…,T。

其中:xt 为每天观测的向量数据,As 为矩阵自回归参数。该模型通过传统的矩阵乘法构造出与之对应的自回归

模型。然而,对于以张量等更高阶形式出现的数据,此模型则无法利用矩阵乘法将自回归参数与张量数据进行

关联,仍需以破坏张量数据结构的形式将之转化为向量后再代入模型进行回归预测。因此,这就需要引入张量

积运算替代传统的矩阵乘法,再结合自回归模型得到本文提出的张量自回归模型。
具体来说,本文模型中第t天的张量观测值均由先前的观测值经过 -乘法的运算后所得。假如考虑训练时

间长度为T 的时间序列,每一个时间点t处的观测值表示为一个三阶张量ɢ t∈Cm×n
p ,则有下面滞后项长度为S

的张量自回归模型:

ɢt=∑
S

s=1

 s ɢt-s+ t,t=S+1,…,T, (1)

其中: s∈Cm×m
p 为自回归系数张量, t∈Cm×m

p 为白噪声张量,1≤S≤T。
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和传统的自回归模型相比,本文提出的模型具有以下2个优势:1)
 

可以有效地保留原张量的数据结构,更好

地反应数据之间的潜在关系;2)
 

能有效减少模型中的参数数量。本模型可以在 -乘法下将张量的管行之间的

信息进行关联起来,从而更有效地利用数据。比如:当S=1时,不难发现张量 1反映的是管行之间的关系。以

交通数据集为例,近些年来,以三阶张量为数据结构出现的交通数据集越来越多,其中数据的第1个维度表示对

应的观测站点,例如需要同时对300个站点进行观测,则张量的第1个维度大小为300;张量的第2个维度则对

应每天的观测频率,例如每天以5
 

min为间隔作1次记录,全天24
 

h不间断记录,则对应数据的第2个维度为

288;张量的第3个维度表示观测的特征,例如车辆速度、车辆数量等。通过这样的三阶张量对数据进行表示,在
构建的张量自回归模型中,就可以通过 -乘法将同一个时间节点的所有观测值进行信息整合,统一充分利用。

3.2 模型求解

为求解模型(1)中的自回归系数 S,本文建立了如下最优化问题:

min
 ∈Cm×(Sm)

p

α
 

rankt( )+
1
2∑

T

t=S+1

ɢt- ɢt
2
F+β
2

 2
F, (2)

其中: =[ 1, 2,…, S],ɢt=[ɢt-1,ɢt-2,…,ɢt-S]T,t=S+1,…,T。
由于问题(2)中存在管秩rankt,所以该问题是NP难且非凸问题,无法找到一个直接有效的办法进行求解。

但是,可以通过核范数 · *逼近管秩rankt 范数的方法将问题(2)松弛为:

min
A(1),…,A(p)∈Cm×(Sm)

α∑
p

k=1
A(k) * +f(A(1),…,A(p)),

f(A(1),…,A(p))=β
2∑

p

k=1
A(k)

2
F+
1
2∑

T

t=S+1
 ∑

p

k=1
Xt,(k)-A(k)Yt,(k)

2
F。 (3)

很容易注意到对问题(3)进行求解可等价转化为对p 个最优化问题求解:

min
A(k)∈Cm×(Sm)

α A(k) * +β
2 A(k)

2
F+
1
2∑

T

t=S+1
Xt,(k)-A(k)Yt,(k)

2
F,

也等价表示为:

min
A(k)∈Cm×(Sm)

α A(k) * +β
2 B(k)

2
F+
1
2∑

T

t=S+1
Xt,(k)-B(k)Yt,(k)

2
F,

A(k)=B(k)。 (4)
令参数γ≥0,问题(4)的增广拉格朗日函数为:

 (A(k),B(k),U(k))=α A(k) * +β
2 B(k)

2
F+
1
2∑

T

t=S+1
Xt,(k)-B(k)Yt,(k)

2
F+

<U(k),A(k)-B(k)>+
γ
2 A(k)-B(k)

2
F, (5)

用交替极小化方法对式(5)进行求解,通过对当前点(Aq
(k),Bq

(k),Uq
(k))迭代得到下一步(Aq+1

(k),Bq+1
(k),Uq+1

(k))。
下面为每个参数求解过程。
子问题A(k)(k=1,2,…,p) 考虑求解最优化问题:

minA(k)
α A(k) *+

γ
2 A(k)-Bq

(k)+
1
γUq

(k)

2

F
。

该问题的最优解为:

Aq+1
(k)= τ Bq

(k)-
1
γUq

(k),
α
γ  。 (6)

注  τ(·,·)是著名的奇异值收缩算子, τ(M,γ)=U γ(Σ)VT。其中:M=UΣVT 是矩阵 M∈Cm×n 在

降阶形式下的奇异值分解,且秩为r。矩阵U 和V 分别是m×r和n×r的列正交矩阵,Σ=diag({δi}1≤i≤r)是对

角矩阵。收缩算子定义为 γ(Σ)=diag(max{δi-γ,0}),其中γ>0。

子问题
 

B(k)(k=1,2,…,p) 考虑求解最优化问题:

minB(k)
β
2 B(k)

2
F+
1
2∑

T

t=S+1
Xt,(k)-B(k)Yt,(k)

2
F+

γ
2 Aq+1

(k)-B(k)+
1
γUq

(k)

2

F
。
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该问题的最优解为:

Bq+1
(k)= γAq+1

(k)+Uq
(k)+∑

T

t=S+1
Xt,(k)YT

t,(k)  (γ+β)I+∑
T

t=S+1
Yt,(k)YT

t,(k)  -1。 (7)

对子问题U(k)(k=1,2,…,p)进行如下迭代:

Uq+1
(k)=Uq

(k)+γ(Aq+1
(k)-Bq+1

(k))。 (8)
综上所述,下面给出本文模型的算法流程。
算法 基于T-SVD的张量自回归模型算法

步骤1,选取α,β,γ,ε>0以及初始点(A0,B0,U0);k=1,2,…,p;q=0,1,2,…。
步骤2,通过式(6)计算Aq+1

(k)。

步骤3,通过式(7)计算Bq+1
(k)。

步骤4,通过式(8)计算Uq+1
(k)。

步骤5,若max{(Aq+1
(k),Bq+1

(k))-(Aq
(k),Bq

(k))F,Aq+1
(k)-Bq+1

(k) F}≤ε不成立,则返回步骤2。
终止迭代。
通过光滑函数的下降引理[27]易知,使用ADMM算法求解本模型可以得到收敛性结果。

3.3 模型计算复杂度分析

下面分别列出了上述算法单次迭代中每个步骤的计算成本,以揭示了该算法的效率和性能表现。
在通过式(6)对子问题

 

A(k)进行迭代求解的过程中,计算复杂度为O(pSm3)。同理,子问题B(k)迭代求解的

计算复杂度为O(p(T-S)S2m2n+S3m3),通过式(8)对子问题U(k)迭代求解所需的计算复杂度为O(pSm2),
以上所有步骤的总计算复杂度为O(pSm3+S3m3+p(T-S)S2m2n)。

表1 本模型每次迭代的计算复杂度

Tab.1 The
 

computational
 

complexity
 

of
 

each
 

iteration
 

of
 

the
 

model

步骤 计算复杂度

更新
 

A(k) O(pSm3)

更新
 

B(k) O(p(T-S)S2m2n+S3m3)

更新
 

U(k) O(pSm2)

总计 O(pSm3+S3m3+p(T-S)S2m2n)

4 数值实验

下面介绍本文模型在时间序列预测的背景下对高阶时间序列进行建模预测的数值实验部分。相关实验在

2个合成数据集以及4个真实数据集下进行。所有数值实验均在配备第11代Intel(R)
 

Core
 

(TM)
 

i5-1155G7@
2.50

 

GHz和16
 

GB内存的笔记本电脑上进行,对应 Matlab版本为2016a。

4.1 数据集以及参数设置

本文选取了2个合成数据集(Syndata1和Syndata2)以及3个真实数据集(PEMSD4、PEMSD8和SST)进行

相关数值实验。模型涉及的参数设置为α=0.1,β=0.1,γ=1,ε=0.001,同时正交变换矩阵Q 为离散傅里叶变

换矩阵。

1)
 

Syndata1:首先通过随机生成一个三阶张量ɢ1∈R100×100×10,再对ɢ1进行T-SVD分解:
ɢ1=   -1。 (9)

其中: ∈R100×100×10, ∈R100×100×10 均为正交张量, ∈R100×100×10, 为f-对角张量。由于现实数据集往往具有

一定的趋势性,可通过指数函数生成三阶趋势张量 ∈R100×100×10,其中 的每个 (:,:,k),k=1,2,…,p 均由

linspace函数生成m*n 个元素并将其排列成矩阵,最后再对式(9)进行扰动得到:

ɢi=  +log
i
T  *rand*    T+ +sin(i)*ɢ , (10)

其中:i=1,2,…,T, 为单位f-对角张量,ɢ 为随机张量。由式(10)得到相关合成数据集(Syndata1)。
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2)
 

Syndata2:i,j∈[100],k∈[10],ɢ (i,j,k,t)=j+rand*
t
31  

3

,t∈[31]。

3)
 

海面温度(SST)数据集[24]:该数据集覆盖范围为北纬5°到南纬
 

5°、西经180°到西经110°,按照经纬度划

分为一个规模为5×6的网格矩阵,以1
 

h
 

1次的间隔周期记录,收集了从1994年4月26日19:00到7月19日

3:00的全部海面温度信息数据,累计记录2
 

000
 

h,数据规模为(5,6,1,2
 

000)。

4)
 

Tesla数据集[24]:统计了14家公司每天股票的最高价、最低价、成交价格、开盘价以及收盘价5个股数指

标,并且以1周(7
 

d)为1次间隔周期记录数据,累计记录180周,数据规模为(14,5,7,180)。

5)
 

GÉANT数据集[28]:由23个发射器以及23个接收器以15
 

min为1次间隔周期传递网络流量数据,全天

24
 

h记录,共记录119
 

d,数据规模为(23,23,96,119)。

6)
 

PEMSD8数据集[29]:在2016年7月1日至8月31日期间,从圣贝纳迪诺地区的170个探测器收集的交

通信息。数据格式为(17
 

856,170,3),每个探测器以5
 

min为1个间隔周期记录数据,全天24
 

h不间断记录。每

个检测器每天总共包含288个数据样本,将数据集改写后可以视为一个四阶张量,对应大小为(288,170,3,59)。
在对比实验中,选择同样基于张量T-SVD构建的低秩张量线性回归模型TLRFR作为对比算法,并进行一

系列性能评测。为确保数值实验的有效性,本文采用归一化平均绝对误差作为统一的预测精度指标,记为

σNMAE,即:

σNMAE=
∑
i
 ∑
(j,k,l)

(ɢ true
i -ɢ pre

i )jkl

∑
i
 ∑
(j,k,l)

ɢ true
i )jkl

,

其中:ɢ true
i ,ɢ pre

i 分别表示真实数据和预测数据,该指标使本文能够与不同模型在有效预测时间序列数据方面的

准确性进行评估。显然,σNMAE 值越低,说明算法对于数据的恢复效果越好;反之,说明效果越差。

4.2 模型评估

所有数值实验中设置训练集天数为T,其中包含滞后项天数为S,即通过前T 天进行训练后,利用训练集进

行自回归参数估计时,需要选取连续的滞后天数S 来作为S+1天的线性组合。例如训练集中第S+1天的数据

可由前S 天的观测数据线性表示为ɢS+1= 1 ɢ1+…+ S ɢS+ S+1。依次类推,通过训练集可得T-S
个线性组合,将所有的线性组合代入模型公式,由此估计出回归参数,再通过S 天的数据值对第T+1天进行预

测,通过预测值的效果对本模型进行评估。本节主要从2个方面对本模型进行评估:一是精度,对比分析2个合

成数据集和4个真实数据集上的精度预测表现;二是效率,衡量在不同数据集上的预测耗时。

4.2.1 合成数据集

本节在合成数据集Syndata1和Syndata2上进行了模型预测实验,部分预测结果的精度见表2。实验过程

中,针对不同训练集大小T 和滞后项长度S 进行了测试。结果表明,无论训练集规模或滞后项长度如何变化,本
文提出的模型均能保持较优的预测性能,体现出良好的可行性和有效性。

表2 数据集Syndata1、Syndata2上不同模型的σNMAE 值

Tab.2 The
 

prediction
 

NMAE
 

value
 

for
 

Syndata1,
 

Syndata2

数据集 T S
本模型的

σNMAE 值

TLRFR模型的

σNMAE 值
数据集 T S

本模型的

σNMAE 值

TLRFR模型的

σNMAE 值

Syndata1

18

22

2

4

6

2

4

6

0.054

0.005

0.004

0.048

0.005

0.003

0.423

0.329

0.235

0.200

0.188

0.162

Syndata2 19

2 0.07 0.81

4 0.01 0.81

6 0.01 0.81

4.2.2 真实数据集

本文在4个真实数据集(SST、GÉANT、Tesla和Pems08)下分别选取了不同的训练集大小T 以及滞后项S
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进行模型预测精度对比实验,部分实验结果见表3。

表3 真实数据集上不同模型的σNMAE 值

Tab.3 The
 

prediction
 

NMAE
 

value
 

for
 

real
 

datasets
 

of
 

different
 

models

数据集 T S
本模型的

σNMAE 值

TLRFR模型的

σNMAE 值
数据集 T S

本模型的

σNMAE 值

TLRFR模型的

σNMAE 值

SST

5

10

2

4

2

4

0.003

0.003

0.002

0.002

0.017

0.022

0.017

0.019

Tesla

16

24

2 0.041 0.067

4 0.050 0.077

2 0.035 0.061

4 0.032 0.062

GÉANT

12

19

2

4

2

4

0.291

0.264

0.254

0.297

0.367

0.329

0.392

0.344

Pems08

18

20

2 0.168 1.289

4 0.228 1.152

2 0.178 0.948

4 0.210 0.738

通过不同数据集下本文模型与其他模型的σNMAE 值对比可知,在相同的情况下本文所提出的模型预测精度

总是要优于TLRFR模型。下面展示了在GÉANT数据集下的部分预测效果可视化图(图1)。

图1 真实数据集GÉANT部分预测结果可视化

Fig.1 Visualization
 

of
 

partial
 

prediction
 

results
 

of
 

on
 

GÉANT

通过该图可直观对比,本文模型的总体预测结果优于TLRFR模型。在选取不同训练集规模和滞后项后,对
本文提出的模型在预测耗时方面进行了评估。实验结果表明,在大多数情况下,本模型的计算时间低于TLRFR
模型,部分结果列于表4。

表4 不同真实数据集上不同模型的预测耗时

Tab.4 Prediction
 

time-consuming
 

cost
 

table
 

for
 

different
 

real
 

datasets
 

of
 

different
 

models

数据集 T S 本模型耗时/s TLRFR模型耗时/s 数据集 T S 本模型耗时/s TLRFR模型耗时/s

SST

5

10

2

4

2

4

0.010

0.010

0.010

0.008

0.004

0.002

0.003

0.004

Tesla

7

10

2 0.063 1.420

4 0.051 1.399

2 0.064 4.099

4 0.056 4.131

GÉANT

12

19

2

4

2

4

0.291

0.312

0.301

0.326

0.263

0.236

0.484

0.478

Pems08

18

20

2 1.122 1.161

4 1.374 1.452

2 1.658 1.171

4 1.722 1.167
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  通过数值实验,从预测准确度和计算耗时2个方面对模型进行对比分析。实验结果表明,在相同训练集规

模下,无论是在合成数据上还是在真实数据上,本文模型的预测准确度均优于TLRFR模型,且整体计算耗时更

少。综合来看,本模型在预测性能和计算效率方面均具备优势,体现出良好的实用性和有效性。

5 总结

本文基于张量奇异值分解和传统自回归模型,针对时间序列领域中高阶数据预测的挑战,依托张量积相关

理论及运算,提出了一种新的低秩张量自回归模型,并借助最优化理论,通过交替极小化方法计算自回归系数,
以获得最优参数。数值实验结果表明,该模型在高维数据张量的预测上具有良好的有效性和实用性。后续将结

合张量积定义与自回归积分滑动平均模型,进一步构建基于张量数据结构的新型自回归积分滑动平均模型,以
拓展张量在时间序列预测中的应用。
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Abstract:
 

Aiming
 

to
 

construct
 

a
 

new
 

regression
 

model
 

for
 

high-order
 

and
 

high-dimensional
 

time
 

series
 

using
 

tensor
 

methods.
 

In
 

recent
 

years,
 

tensor
 

decomposition
 

has
 

become
 

an
 

important
 

tool
 

for
 

data
 

processing
 

and
 

analysis,
 

gaining
 

significant
 

attention.
 

Based
 

on
 

tensor
 

singular
 

value
 

decomposition
 

(T-SVD),
 

a
 

novel
 

low-rank
 

autoregressive
 

model
 

for
 

tensor
 

time
 

series
 

prediction
 

under
 

tensor
 

T-product
 

is
 

proposed.
 

The
 

model
 

parameters
 

are
 

estimated
 

through
 

an
 

alternating
 

minimization
 

algorithm.
 

Numerical
 

experiments
 

demonstrate
 

the
 

model’s
 

superior
 

prediction
 

accuracy.
 

The
 

established
 

model
 

have
 

its
 

effectiveness
 

and
 

practical
 

applicability.
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