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摘要:提出并分析了一种超收敛有限点法,用于求解线性双调和方程。首先,将光滑导数引入移动最小二乘近似,构建了

基于光滑梯度的超收敛有限点法来获得高精度和超收敛的数值结果。其次,通过局部截断误差分析,详细地研究了超收

敛有限点法的理论精度。最后,通过数值实验验证了该方法的超收敛性及理论分析的正确性。
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基于网格的数值方法(如有限差分法和有限元法)在处理复杂几何问题时面临网格依赖等局限。无网格方

法不依赖于网格单元,能有效克服这些局限。伽辽金无网格方法[1-2]在实施过程中需要借助网格背景进行数值

积分,并利用特殊方法来施加Dirichlet边界条件;而配点型无网格方法[1,3]通过在散点上直接求解偏微分方程,
避免了积分运算,实现了真正的无网格计算,简化了求解步骤。

有限点法(finite
 

particle
 

method,
 

FPM)[4]是一种典型的配点型无网格方法。该方法是基于移动最小二乘

(moving
 

least
 

squares,
 

MLS)近似来构造数值解,并利用配点技术将边值问题离散成代数系统。FPM是真正的

无网格方法,具有无需数值积分、易于编程、稀疏和带状的离散系统等特点。大量数值实验验证了FPM 的有效

性[4-7]。然而,FPM在计算时涉及无网格形函数的高阶导数,直接计算复杂的高阶导数会影响精度和收敛速

度[1,8]。为此,文献[8-9]提出了 MLS近似的光滑导数,首先对标准一阶导数进行光滑处理来计算一阶光滑导

数,然后对一阶光滑导数进行微分计算可得高阶光滑导数。文献[10-11]将光滑导数融入FPM 中,建立了求解

二阶椭圆边值问题和 Klein-Gordon初边值问题的超收敛有限点法(superconvergent
 

finite
 

point
 

method,
 

SFPM),得到了超收敛的数值结果。
本文将SFPM的应用从二阶问题扩展到四阶问题,建立了SFPM求解四阶双调和问题的计算公式。通过局

部截断误差分析,研究了SFPM和传统FPM求解四阶双调和问题时的理论精度。当基函数阶数m 为奇数时,
理论结果表明SFPM在L2、H1 和 H2 范数中的收敛速度为m-1,在 H3 范数中的收敛速度为m-2,而传统

FPM的收敛速度通常都为m-3,因此SFPM在求解四阶双调和问题时仍然具有超收敛性质。

1 计算方法

考虑以下线性双调和方程:

∑
2

k,l=1
akkllu,kkll +∑

2

k,l=1
bkklu,kkl +∑

2

k,l=1
cklu,kl +∑

2

k=1
ξku,k +σu=f,在Ω 里; (1)

u=u,在Γ 上; (2)

λ1Δu+λ2
∂u
∂n=q

,在Γ 上。 (3)

其中:u(x)是关于点x=(x1,x2)T∈Ω 的未知函数,(·),k=
∂(·)
∂xk

,(·),kl=
∂2(·)
∂xk∂xl

,(·),kkl=
∂3(·)
∂x2

k∂xl
和
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(·),kkll=
∂4(·)
∂x2

k∂x2
l
表示不同的微分,akkll(x),bkkl(x),ckl(x),ξ,k(x),σ(x),f(x),u(x)和q(x)是已知有界函数,

λ1 和λ2 的取值为0或1,且λ1≠λ2,Ω 是边界为Γ=∂Ω 的平面域,n(x)=(n1(x),n2(x))T 是边界Γ 上的单位

外法向量。
1.1 MSL近似及其光滑导数

函数u(x)的 MLS乘近似  u(x)可以表示为[12]:

u(x)≈ u(x)= ∑
i∈∧(x)

Φi(x)di=∑
N

i=1
Φi(x)di, (4)

其中:{xi}Ni=1 是Ω∪Γ 上N 个节点的集合,∧(x)={I1,I2,…,Iτ}={1,2,…,N}是一组影响域包括点x 的节

点序号的集合,节点系数di 是节点函数值u(xi)的近似,形函数Φi(x)的表达式为:

Φi(x)=
∑
m~

j=1
pj(x)[A-1(xj)B(xj)]jk,i=Ik∈∧(x)

0,i∉∧(x) ,
 

i=1,2,…,N。

其中:

A(x)= ∑
i∈∧(x)

wi(x)p(xi)p(xi)T,B(x)=[wI1p(xI1
),wI2p(xI2

),…,wIτp(xIτ
)],

wi(x)=
exp(-(x1-x1i /h)2)-exp(-s21i)

1-exp(-s21i)
×
exp(-(x2-x2i /h)2)-exp(-s22i)

1-exp(-s22i)
,

p(x)=[p1(x),p2(x),…,pm~
(x)]T。

上述式中:pj(x)是由单项式组成的m 阶基函数,m~=(m+2)(m+1)/2是基函数的个数,wi(x)是高斯权函数,
s1i 和s2i 分别是x1 和x2 方向上的归一化支撑域半径。

根据文献[13],对式(4)关于xk 求导可得u,k(x)=∂u(x)/∂xk 的近似:

uh,k(x)≈ u,k(x)= ∑
i∈∧(x)

Φ
 

i,k(x)di,k=1,2。 (5)

其中:
 

Φi,k(x)表示
 

Φi(x)
 

的一阶导数。根据式(4),对  u,k(x)进一步做 MLS近似可得:

uh,k(x)≈ u,k(x)= ∑
j∈∧(x)

Φ
 

j(x) u,k(xj)= ∑
j∈∧(x)

 ∑
i∈∧(xj

)
Φ

 

j(x)Φ
 

i,k(xj)di=

∑
i∈∧(x)

∑
j∈∧(x)

Φj(x)Φi,k(xj)  di= ∑
i∈∧(x)

Φi,k(x)di,k=1,2。 (6)

其中:∧(x)=∪j∈∧(x)∧(xj),Φi,k(x)
 

是
 

Φi(x)
 

的一阶光滑导数,可以表示为:

Φi,k(x)= ∑
j∈∧(x)

Φj(x)Φi,k(xj),i∈∧(x)。

对式(6)求导可得:

uh,kl(x)≈ ∑
i∈∧(x)

Φi,kl(x)di,uh,kkl(x)≈ ∑
i∈∧(x)

Φi,kkl(x)di,uh,kkll(x)≈ ∑
i∈∧(x)

Φi,kkll(x)di,k,l=1,2。 (7)

其中:Φi,kl(x),Φi,kkl(x)
 

和Φi,kkll(x)
 

分别是Φi(x)
 

的二阶、三阶和四阶光滑导数,可以表示为:

Φi,kl(x)= ∑
j∈∧(x)

Φj,l(x)Φi,k(xj),Φi,kkl(x)= ∑
j∈∧(x)

Φj,kl(x)Φi,k(xj),

Φi,kkll(x)= ∑
j∈∧(x)

Φj,kll(x)Φi,k(xj),i∈∧(x)。

1.2 无网格离散

把式(6)、(7)代入式(1)可得:

∑
2

k,l=1
akkll(xj)∑

i∈∧j

Φi,kkll(xj)di+∑
2

k,l=1
bkkl(xj)∑

i∈∧j

Φi,kkl(xj)di+∑
2

k,l=1
ckl(xj)∑

i∈∧j

Φi,kl(xj)di+

∑
2

k=1
ξk(xj)∑

i∈∧j

Φi,k(xj)di+σ(xj)∑
i∈∧j

Φi(xj)di=f(xj),xj∈Ω, (8)

其中:∧j=∧(xj),∧j=∧(xj)。将式(4)代入式(2)可得:

∑
i∈∧j

Φi(xj)di=
 

u(xj),xj∈Γ。 (9)
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将式(5)代入式(3)可得:

λ1∑
2

k=1
∑

i∈∧j

Φi,kk(xj)di+λ2∑
2

k=1
∑

i∈∧j

nk(xj)Φi,k(xj)di=
 

q(xj),xj∈Γ。 (10)

由式(8)~(10),SFPM求解式(1)~(3)中线性双调和方程的无网格离散代数系统为:

Ad=b, (11)

d=(d1,d2,…,dN)T,[b]j=
f(xj),xj∈Ω
u(xj),xj∈Γ
q(xj),xj∈Γ

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,

[A]ij =

∑
2

k,l=1
akkll(xj)Φi,kkll(xj)+∑

2

k,l=1
bkkl(xj)Φi,kkl(xj)+∑

2

k,l=1
ckl(xj)Φi,kl(xj)+

  ∑
2

k=1
ξk(xj)Φi,k(xj)+σ(xj)Φi(xj),xj∈Ω

Φi(xj),xj∈Γ

λ1∑
2

k=1
Φi,kk(xj)+λ2∑

2

k=1
nk(xj)Φi,k(xj),xj∈Γ

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,i=1,2,…,N。

2 精度分析

根据文献[8-11,14],可以通过计算离散方程的局部截断误差来研究无网格配点法的精度。将式(11)中的数

值解di 替换为式(1)~(3)中线性双调和方程的精确解ui=u(xi),可得SFPM的局部截断误差为:

eS=∑
N

i=1

[A]ijui-f(xj)。

由式(1)、(11)可得:

eS=∑
2

k,l=1
akkll(xj) ∑

i∈∧j

Φi,kkll(xj)ui-
∂4uj

∂x2
k∂x2

l

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +∑

2

k,l=1
bkkl(xj) ∑

i∈∧j

Φi,kkl(xj)ui-
∂3uj

∂x2
k∂xl

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

∑
2

k,l=1
ckl(xj) ∑

i∈∧j

Φi,kl(xj)ui-
∂2uj

∂xk∂xl

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +∑

2

k=1
ξk(xj) ∑

i∈∧j

Φi,k(xj)ui-
∂uj

∂xk

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +σ(xj) ∑

i∈∧j

Φi(xj)ui-uj  =

σ(xj)eS0+∑
2

k=1
ξk(xj)eS1k +∑

2

k,l=1
ckl(xj)eS2kl +∑

2

k,l=1
bkkl(xj)eS3kkl +∑

2

k,l=1
akkll(xj)eS4kkll, (12)

其中:∂uj

∂xk
=
∂u(x)
∂xk x=xj

,∂
2uj

∂xk∂xl
=∂

2u(x)
∂xk∂xl x=xj

,∂
3uj

∂x2
k∂xl

=
∂3u(x)
∂x2

k∂xl x=xj

和
∂4uj

∂x2
k∂x2

l
=
∂4u(x)
∂x2

k∂x2
l x=xj

,x=(x1,

x2)T,xi=(x1i,x2i)T。根据式(12)可得:

eS0=∑
i∈∧j

Φi(xj)ui-uj, (13)

eS1k =∑
i∈∧j

Φi,k(xj)ui-
∂uj

∂xk
, (14)

eS2kl =∑
i∈∧j

Φi,kl(xj)ui-
∂2uj

∂xk∂xl
, (15)

eS3kkl =∑
i∈∧j

Φi,kkl(xj)ui-
∂3uj

∂x2
k∂xl

, (16)

eS4kkll =∑
i∈∧j

Φi,kkll(xj)ui-
∂4uj

∂x2
k∂x2

l

。 (17)

2.1 MLS形函数及其光滑导数的性质

为了分析SFPM 的误差,需要应用 MLS形函数
 

Φi(x)及其光滑导数
 

Φi,kkl(x)和
 

Φi,kkll(x)的一些性质。
由文献[12-13]可得:

Φi,kkl(x)= (h-3),Φi,kkll(x)= (h-4),i∈∧(x),k,l=1,2;
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Φi,kkl(x)= (h-3),Φi,kkll(x)= (h-4),i∈∧(x),k,l=1,2。 (18)
其中:h=max

1≤j≤N
min

1≤i≤N,j≠i
xi-xj 为节点间距。根据文献[3,8-9,14]可得:

∑
i∈∧j

Φi,kkl(xj)(x1i-x1j)s(x2i-x2j)m+2-s =0,m 为偶数; (19)

∑
i∈∧j

Φi,kkll(xj)(x1i-x1j)s(x2i-x2j)m+2-s =0,m 为奇数。 (20)

其中:s=0,1,…,m+2。

根据文献[15],光滑导数
 

Φi,kkl(x)和
 

Φi,kkll(x)具有以下再生性质:

∑
i∈∧(x)

Φi,kkl(x)pj(xi)=pj,kkl(x)

∑
i∈∧(x)

Φi,kkll(x)pj(xi)=pj,kkll(x)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,j=1,2,…,m~;k,l=1,2。

从而有:

∑
i∈∧(x)

Φi,kkl(x)pj(xi-x)=pj,kkl(0)

∑
i∈∧(x)

Φi,kkll(x)pj(xi-x)=pj,kkll(0)

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 ,j=1,2,…,m~;k,l=1,2。

令δij 或者δi,j 表示一般的δ函数,则由上式可得:

∑
i∈∧(x)

Φi,kkl(x)(x1i-x1)s(x2i-x2)n-s =

6δ3nδ0,n-s =6δ3nδl+2k-3,n-s,k=l=1
2δ3nδ1,n-s =2δ3nδl+2k-3,n-s,k=1,l=2
2δ3nδ2,n-s =2δ3nδl+2k-3,n-s,k=2,l=1
6δ3nδ3,n-s =6δ3nδl+2k-3,n-s,k=l=2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨

􀮧

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

=2(1+2δkl)δ3nδl+2k-3,3-s,0≤s≤n≤m; (21)

∑
i∈∧(x)

Φi,kkll(x)(x1i-x1)s(x2i-x2)n-s =

24δ4nδ4s,k=l=1
4δ4nδ2s,k≠l
24δ4nδ0s,k=l=2

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

􀮦

􀮨
􀮧

􀪁􀪁
􀪁􀪁 =4(1+5δkl)δ4nδ[4δk1δl1+2(1-δkl)],s

,0≤s≤n≤m。 (22)

根据文献[13],光滑导数
 

Φi,kkl(x)和
 

Φi,kkll(x)都具有比基函数阶数高一阶的额外再生性,即:

∑
i∈∧(x)

Φi,kkl(x)p(xi)=p,kkl(x),∑
i∈∧(x)

Φi,kkll(x)p(xi)=p,kkll(x)。 (23)

其中:p(x)是阶数为m+1的任意多项式。由式(23)可得:

∑
i∈∧(x)

Φi,kkl(x)p(xi-x)=p,kkl(0),∑
i∈∧(x)

Φi,kkll(x)p(xi-x)=p,kkll(0)。

联立式(21)~(23)得到:

∑
i∈∧(x)

Φi,kkl(x)(x1i-x1)s(x2i-x2)m+1-s =2(1+2δkl)δ2mδl+2k-3,3-s,0≤s≤n≤m+1; (24)

∑
i∈∧(x)

Φi,kkll(x)(x1i-x1)s(x2i-x2)m+1-s =4(1+5δkl)δ3mδ[4δk1δl1+2(1-δkl)],s
,0≤s≤n≤m+1。 (25)

2.2 SFPM 的局部截断误差

为了分析式(13)~(17)中的误差,函数u(x)在xi=(x1i,x2i)T 处关于点xj=(x1j,x2j)T 的泰勒展开式为:

ui=∑
∞

n=0

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2

(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s。 (26)

其中:n
s  = n!

s! (n-s)!
。

首先,为了分析式(16)中eS3kkl 的误差,将式(26)代入式(19)得到:

eS3kkl =∑
∞

n=0

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
∑

i∈∧j

Φi,kkl(xj)(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s -
∂3uj

∂x2
k∂xl

。 (27)
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当m≥2时,由式(24)可得:

∑
m+1

n=0

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
∑

i∈∧j

Φi,kkl(xj)(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s =

∑
m+1

n=0

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
2(1+2δkl)δl+2k-3,3-s =

1
3! ∑

3

s=0

3
s  ∂3uj

∂xs
1∂x3-s

2
2(1+2δkl)δl+2k-3,3-s =

1
6
∂3uj

∂x3
2
2(1+2δkl)δl+2k-3,3+

1
2
∂3uj

∂x1∂x2
2
2(1+2δkl)δl+2k-3,2+

1
2
∂3uj

∂x2
1∂x2

2(1+2δkl)δl+2k-3,1+

1
6
∂3uj

∂x3
1
2(1+2δkl)δl+2k-3,0=

∂3uj

∂x2
k∂xl

,k,l=1,2。

注意到式(19),由式(27)可得:

eS3kkl =

∑
∞

n=m+2

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
∑

i∈∧j

Φi,kkl(xj)(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s -
∂3uj

∂x2
k∂xl

,m=1;

∑
∞

n=m+2

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
∑

i∈∧j

Φi,kkl(xj)(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s,m 为奇数且m ≥3;

∑
∞

n=m+3

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
∑

i∈∧j

Φi,kkl(xj)(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s,m 为偶数且m ≥2。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

因此,在
 

i∈∧j 上,利用式(18)和(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s=Ο(hn),可得:

eS3kkl=
 (hm),m 为偶数

 (hm-1),m 为奇数 ,k,l=1,2。 (28)

其次,为了分析式(17)中的误差eS4kkll,将式(26)代入式(17)得到:

eS4kkll =∑
∞

n=0

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
∑
i∈􀭺Λj

Φi,kkll(xj)(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s -
∂4uj

∂x2
k∂x2

l

。 (29)

当m≥3时,由式(25)可得:

∑
m+1

n=0

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
∑

i∈∧j

Φi,kkll(xj)(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s =

∑
m+1

n=0

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
4(1+5δkl)δ[4δk1δl1+2(1-δkl)],s =

1
4! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
4(1+5δkl)δ[4δk1δl1+2(1-δkl)],s =

1
24
∂4uj

∂x4
2
4(1+5δkl)δ[4δk1δl1+2(1-δkl)],0+

1
6
∂4uj

∂x1∂x3
2
4(1+5δkl)δ[4δk1δl1+2(1-δkl)],1+

1
4
∂4uj

∂x2
1∂x2

2
4(1+5δkl)δ[4δk1δl1+2(1-δkl)],2+

1
6
∂4uj

∂x3
1∂x2

4(1+5δkl)δ[4δk1δl1+2(1-δkl)],3+

1
24
∂4uj

∂x4
1
4(1+5δkl)δ[4δk1δl1+2(1-δkl)],4=

∂4uj

∂x2
k∂x2

l

,k,l=1,2。

注意到式(20),由式(29)可得:

eS4kkll =

∑
∞

n=m+3

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
∑

i∈∧j

Φi,kkll(xj)(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s -
∂4uj

∂x2
k∂x2

l

,1≤m ≤2;

∑
∞

n=m+2

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
∑

i∈∧j

Φi,kkll(xj)(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s,m 为偶数且m ≥4;

∑
∞

n=m+3

1
n! ∑

n

s=0

n
s  ∂nuj

∂xs
1∂xn-s

2
∑

i∈∧j

Φi,kkll(xj)(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s,m 为奇数且m ≥3。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

因此,在
 

i∈∧j 上,利用式(18)和(x1i-x1j)s(x2i-x2j)n-s =Ο(hn),可得:

eS4kkll =
 (hm-2),m 为偶数

 (hm-1),m 为奇数 ,k,l=1,2。 (30)
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由文献[10]可得eS0,eS1k 和eS2kl,公式如下:

eS0=
 (hm+2),m 为偶数

 (hm+1),m 为奇数 ,eS1k=
 (hm),m 为偶数

 (hm+1),m 为奇数 ,eS2kl=
 (hm),m 为偶数

 (hm+1),m 为奇数 。 (31)

其中:k,l=1,2。
将式(28)、(30)和(31)代入式(12),利用akkll(xj),bkkl(xj),ckl(xj),ξk(xj)和σ(xj)的有界性,则SFPM 的

局部截断误差为:

eS=
 (hm-2),m 为偶数;
 (hm-1),m 为奇数。 (32)

2.3 SFPM 的误差

根据文献[16],SFPM在 Hk 范数下的误差可以表示为:
ek(u)≈max

 

{eS,eM
k},k=0,1,2,… (33)

其中:eM
k 是 MLS近似在 Hk 范数下的误差。根据文献[12-13]可得:

eM
k= (hm-k+1)。 (34)

由式(32)~(34)可得SFPM在L2,H1,H2 和 H3 范数下的误差为:

ek(u)≈max
 

{eS,eM
k}=

 (hm-2),m 为偶数

 (hm-1),m 为奇数 ,k=0,1,2; (35)

e3(u)≈max
 

{eS,eM
3}= (hm-2),对任意的m。 (36)

2.4 SFPM 和传统FPM 的精度比较

将式(12)中的Φi,kkll(xj)
 

,Φi,kkl(xj)
 

,Φi,kl(xj)
 

和Φi,k(xj)
 

分别替换为Φi,kkll(xj),Φi,kkl(xj),Φi,kl(xj)和
Φi,k(xj),即可得到双调和问题的传统FPM的计算公式,与式(28)、(30)和(31)类似,可以验证:

∑
i∈∧j

Φi,k(xj)ui-
∂uj

∂xk
=

 (hm),m 为偶数

 (hm+1),m 为奇数 ,∑
i∈∧j

Φi,kl(xj)ui-
∂2uj

∂xk∂xl
=

 (hm),m 为偶数

 (hm-1),m 为奇数 ,

∑
i∈∧j

Φi,kkl(xj)ui-
∂3uj

∂x2
k∂xl

=
 (hm-2),m 为偶数

 (hm-1),m 为奇数 ,∑
i∈∧j

Φi,kkll(xj)ui-
∂4uj

∂x2
k∂x2

l
=

 (hm-2),m 为偶数

 (hm-3),m 为奇数 。

然后,根据式(33)和(34),传统FPM求解双调和问题的误差:

ek(u)=
O(hm-2),m 为偶数

O(hm-3),m 为奇数 ,k=0,1,2,3。 (37)

式(35)~(37)给出了SFPM和传统FPM的精度结果。表1比较了SFPM和FPM的精度。当基函数次数

为偶数时,SFPM和FPM的收敛速度相同,在L2 和 Hk(1≤k≤3)范数下的收敛速度均为m-2;当基函数的阶

数为奇数时,SFPM和FPM的收敛速度在L2,H1 和 H2 范数下均为m-3和m-1,在 H3 范数下,SFPM的收

敛速度为m-2,传统的FPM的收敛速度为m-3。因此,对于奇数阶基函数,SFPM 在L2 和 Hk(1≤k≤3)范
数下具有超收敛特性。

表1 SFPM和FPM的精度比较

Tab.1 Accuracy
 

comparison
 

for
 

SFPM
 

and
 

traditional
 

FPM

基函数的次数m 方法 L2 误差 H1 误差 H2 误差 H3 误差

m 为偶数
FPM m-2 m-2 m-2 m-2

SFPM m-2 m-2 m-2 m-2

m 为奇数
FPM m-3 m-3 m-3 m-3

SFPM m-1 m-1 m-1 m-2

3 数值结果

本节通过一些数值算例来说明SFPM 的收敛速度,并验证理论结果。采用了三次基函数(m=3)和四次基

函数(m=4),其中归一化支撑域半径为m+0.5。分别用e0(u),e1(u)和e2(u)表示函数u 在L2,H1 和 H2 范

数下的误差。
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3.1 算例1
考虑如下双调和问题:

Δ2u(x)=f(x),x∈Ω;

u(x)=u(x),
∂u(x)
∂n(x)=q

(x),x∈Γ。

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

其中:Ω=[-5,5]×[0,10],f(x),u(x)和q(x)是已知函数,解析解为u(x)=sin
 

(πx1/10)sin
 

(πx2/10)。
图1给出了FPM和SFPM在m=4和节点间距h=1时在直线x2=x1 上的解析解u、数值解uh 和误差

u-uh 。可以看出,2种方法的解析解与数值解十分吻合,但是SFPM的误差小于FPM的误差。

a 2种方法的数值解与解析解比较 b 2种方法的误差比较

图1 例1中的函数u在直线x2=x1 上的数值解和误差

Fig.1 Numerical
 

solution
 

and
 

error
 

of
 

u
 

along
 

the
 

line
 

x2=x1
 for

 

Example
 

1

图2和图3分别是三次基(m=3)和四次基(m=4)时FPM 和SFPM 的收敛结果。在m=3时,SFPM 在

L2,H1 和H2 范数下均收敛且收敛速度约为2,FPM在L2,H1 和H2 下均不收敛。在m=4时,FPM和SFPM
的收敛速度相同,均约为2。这些实验收敛速度与表1中的理论预测一致。特别地,在m=3时,传统FPM不收

敛,而本文SFPM在所有范数下均收敛,得到了预期的超收敛结果。

a e0(u) b e1(u) c e2(u)

图2 例1中SFPM和FPM在三次基(m=3)时的收敛情况

Fig.2 Convergence
 

of
 

the
 

FPM
 

and
 

the
 

SFPM
 

for
 

Example
 

1
 

by
 

cubic
 

basis
 

function
 

(m=3)

3.2 算例2
考虑如下变系数线性双调和问题:

Δ2u(x)-2 (1+e
x1cos

 

x2)
∂2u(x)
∂x2

1
+2(1+cos

  

x1sin
 

x2)
∂2u(x)
∂x1∂x2

+(1+e
x1sin

 

x2)
∂2u(x)
∂x2

2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 =f(x),x∈Ω,

(38)

u(x)=cos
 

x1cos
 

x2,Δu(x)=-2cos
 

x1cos
 

x2,x∈Γ。
其中:Ω=(-0.5π,0.5π)2,f(x)是已知函数,解析解为u(x)=cos

 

x1cos
 

x2。
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a e0(u) b e1(u) c e2(u)

图3 例1中SFPM和FPM在四次基(m=4)时的收敛情况

Fig.3 Convergence
 

of
 

the
 

FPM
 

and
 

the
 

SFPM
 

for
 

Example
 

1
 

by
 

quartic
 

basis
 

function
 

(m=4)

图4给出了FPM和SFPM在m=4和h=
π
40

时在直线x2=x1 上的解析解u、数值解uh 和误差 u-uh 。

同样,这2种方法的解析解与数值解一致且SFPM的误差更小。

a 2种方法的数值解与解析解比较 b 2种方法的误差比较

图4 例2中的函数u在直线x2=x1 上的数值解和误差

Fig.4 Numerical
 

solution
 

and
 

error
 

of
 

u
 

along
 

the
 

line
 

x2=x1
 for

 

Example
 

2

图5和图6比较了FPM和SFPM在m=3和4时的收敛情况。当m=3时,图5表明传统FPM在L2,H1

和H2 范数下是不收敛的,而SFPM在这3种范数下的收敛速度均约为2。当m=4时,图6表明FPM和SFPM
的实验收敛速度在L2,H1 和 H2 范数下都约为2。这些实验收敛率与表1中的理论收敛率是一致的。

a e0(u) b e1(u) c e2(u)

图5 例2中SFPM和FPM在三次基(m=3)时的收敛情况

Fig.5 Convergence
 

of
 

the
 

FPM
 

and
 

the
 

SFPM
 

for
 

Example
 

2
 

by
 

cubic
 

basis
 

function
 

(m=3)
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a e0(u) b e1(u) c e2(u)

图6 例2中SFPM和FPM在四次基(m=4)时的收敛情况

Fig.6 Convergence
 

of
 

the
 

FPM
 

and
 

the
 

SFPM
 

for
 

Example
 

2
 

by
 

quartic
 

basis
 

function
 

(m=4)

3.3 算例3
在算例2的控制方程(38)基础上,本算例考虑混合边界条件情况,即:

u(x)=cos
 

x1cos
 

x2,
∂u(x)
∂n(x)=q

(x),x∈Γ。

其中:q(x)是已知函数,解析解为u(x)=cos
 

x1cos
 

x2。
为了展示SFPM处理复杂区域问题的能力,本算例选取了以下不规则区域(Amoeba形区域):

Ω={(ρ,θ):ρ≤esin
 

θsin2(2θ)+ecos
 

θcos2(2θ),0≤θ≤2π}。
图7展示了采用四次基函数(m=4)的SFPM所得到的解析解u、数值解uh 以及误差 u-uh 。显然,尽管

本算例采用了更为复杂的几何区域,所提出的SFPM在所有情况下仍能取得良好的数值结果。

a 解析解 b 数值解 c 误差

图7 例4在amoeba形区域中采用个543节点的SFPM得到的解析解u、数值解uh 和误差 u-uh

Fig.7 Analytical
 

solution
 

u,
 

numerical
 

solution
 

uh,
 

and
 

the
 

error
 

u-uh

 

obtained
 

by
 

the
 

SFPM
 

with
 

543
 

nodes
 

for
 

Example
 

4
 

in
 

an
 

amoeba-like
 

domain

4 结论

本文提出并分析了一种求解双调和方程的SFPM。将光滑导数引入FPM中,SFPM提高了FPM的精度和

收敛性。从理论结果可以看出,对于奇数阶基函数,SFPM 在L2,H1 和 H2 范数下的收敛速率都比FPM 高两

阶。数值算例验证了所提方法的有效性和理论结果的正确性。数值结果表明,SFPM不仅在L2,H1 和H2 范数

下都具有超收敛性质,而且比FPM具有更高的精度和收敛速度。特别地,即使在复杂几何区域中,SFPM 依然

表现出良好的适应性和稳定的数值性能。因此,该算法是一种无网格的超收敛算法,为无网格技术在高阶偏微

分方程中的求解提供了新的思路。将SFPM从二维问题扩展至三维复杂几何域具有广阔的研究前景,而如何有

效实现则有待进一步研究。
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Abstract:
 

A
 

superconvergent
 

finite
 

point
 

method
 

(SFPM)
 

is
 

proposed
 

and
 

analyzed
 

for
 

solving
 

linear
 

biharmonic
 

problems.
 

Firstly,
 

the
 

smoothed
 

derivative
 

is
 

introduced
 

into
 

the
 

moving
 

least
 

squares
 

approximation,
 

and
 

a
 

superconvergent
 

finite
 

point
 

method
 

based
 

on
 

the
 

smoothed
 

gradient
 

is
 

constructed
 

to
 

obtain
 

high
 

accuracy
 

and
 

superconvergent
 

numerical
 

results.
 

Secondly,
 

the
 

theoretical
 

accuracy
 

of
 

the
 

SFPM
 

is
 

provided
 

through
 

local
 

truncation
 

error
 

analysis.
 

Finally,
 

the
 

superconvergence
 

of
 

the
 

method
 

and
 

the
 

correctness
 

of
 

the
 

theoretical
 

analysis
 

are
 

verified
 

through
 

numerical
 

experiments.
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