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一类具有含参边值条件分数阶微分方程边值问题的正解
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摘要:研究了一类具有含参非线性边值条件的Caputo型分数阶微分方程边值问题,借助Laplace变换、不动点定理及锥理

论等给出了该问题正解的存在性、多重性以及不存在性条件。最后,通过具体例题对理论结果进行验证。
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分数阶微积分理论是一个重要的数学分支,能对记忆性和遗传性现象进行精确描述,因此,在物理学、工程

技术、生物科学等领域展现出重要的应用价值[1-5]。近些年来,对分数阶微分方程边值问题的研究已成为非线性

分析领域的热点方向之一,特别是涉及 Mittag-Leffler函数等特殊函数的分数阶系统,因解的结构复杂性和应用

背景的广泛性,吸引了众多学者的关注[6-9]。主要的研究工具有算子不动点理论、非线性抉择理论、上下解方法、
单调迭代技术等。

Fazli等人[10]通过上下解方法和单调迭代技术给出了一类带非线性边值条件的分数阶微分方程

-u(m)(t)+McDαu(t)=f(t,u(t)),t∈(0,T),
 

gk(u
(k)(t0),u

(k)(t1),…,u
(k)(tr))=0,k=0,1,…,m-1, 

极值解的存在性相关理论,其中m-1<α<m,m∈N,0=t0<t1<…<tr=T,函数f:[0,T]×[0,∞]→[0,∞]
连续。但结论仅保证极值解的存在性,未能探讨无解情形或参数变化对解结构如存在性、多重性等的影响。

Yadav等人[11]用一种新的分数阶Fibonacci小波技术,给出了求解分数阶Bagley-Torvik方程的

ΛD2z(ξ)+βD3
/2z(ξ)+γz(ξ)=h(ξ),ξ∈[0,U],

z(0)=z0,z(U)=z1, 
 

新的数值方法,其中Λ,β,γ 为常数系数,Λ≠0,h 连续。但本文未涉及边值问题解的理论分析。
受以上工作的启发,本文研究一类积分边值条件含参的分数阶微分方程边值问题:

-u(n)(t)+ccDγu(t)=x(t,u(t))+y(t,u(t)),t∈ (0,1),

u(0)=u'(0)=…=u(n-2)(0)=0,u(1)-∫
1

0
k(s)u(s)ds=λ。 (1)

其中:n∈Z且n≥2,γ∈(n-1,n),c>0,λ≥0为参数,x,y:[0,1]×[0,∞]→[0,∞]连续,k(s)∈C[0,1],0<

ψ∶=∫
1

0
k(s)sn-1ds<1。

 

本文拓展了边值条件,增加参数使问题更具有一般性,并结合Laplace变换与不动点定

理补充了正解多重性与参数敏感性分析方面的理论。

1 预备知识

定义1[12] ∀α∈[n-1,n),n∈Z+函数f 的α阶Caputo型分数阶导数定义为:

cDα
a(f)(t)

 

=
 1
Γ

 

(n-α)∫
t

a
(x-t)n-α-1f(n)(x)dt,

等式右端在(a,+∞)上有定义。
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定义2[13] 双参数的 Mittag-Leffler函数定义如下:

Eα,β(z)=∑
∞

k=0

zk

Γ(αk+β)
,α,β∈C,Re(α)>0,

显然,双参数的 Mittag-Leffler函数是非负且连续的。
定义3[14] 函数y(t)为定义在区间[0,+∞)上的实值函数,则它的Laplace变换式定义为:

 [y](s)=Y(s)=∫
+∞

0
exp(-st)y(t)dt。

引理1[15] 若  [f](s)=F(s),则:

1)
 

连续函数f 的m 阶导数的Laplace变换公式如下:

 [fm](s)=smF(s)-∑
m-1

k=0
sm-k-1f(k)(0+),m∈N+。

2)
 

连续函数f 的α阶Caputo型分数阶导数的Laplace变换公式如下:

 [cDαf](s)=sαF(s)-∑
m-1

k=0
sα-k-1f(k)(0+),α∈(m-1,m),m∈N+。

3)
 

双参数 Mittag-Leffler函数的Laplace变换公式如下:

 [tαk+β-1E(k)
α,β(±at

α)]=
k!sα-β

(sα∓a)k+1
,a,α,β∈R。

引理2 令函数m∈C[0,1],则边值问题

-u(n)(t)+ccDγu(t)=m(t),t∈ (0,1),

u(0)=u'(0)=…=u(n-2)(0)=0,u(1)-∫
1

0
k(s)u(s)ds=λ, (2)

有唯一解u∈Cn(0,1)∩Cn-1[0,1],形式如下:

u(t)=∫
1

0
G(t,s)m(s)ds+

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)m(p)dpds+

λtn-1

1-ψ
, (3)

其中:

G(t,s)=
(t-ts)n-1En-γ,n(c(1-s)n-γ)-(t-s)n-1En-γ,n(c(1-s)n-γ),0≤s≤t≤1,

(t-ts)n-1En-γ,n(c(1-s)n-γ),0≤t≤s≤1。 
 

(4)

证明 首先利用反证法证明问题(2)至多有1个解。设问题(2)有2个解u1 和u2,令w=u1-u2,则w 是

边值问题

-w(n)(t)+ccDγw(t)=0,t∈ (0,1),
 

w(0)=w'(0)=…=w(n-2)(0)=0,w(1)-∫
1

0
k(s)w(s)ds=0, (5)

的解。由引理1及边值条件,对问题(5)的方程两端做Laplace变换有:
 [-w(n)(t)

 

+
 

ccDγw(t)]
 

=
 

0,

-[snW(s)-w(n-1)(0)]+c[sγW(s)-sγ-nw(n-1)(0)]=0,
其中:W(s)= [w](s),则:

W(s)=
w(n-1)(0)(1-csγ-n)

sn-csγ =
w(n-1)(0)

sn 。 (6)

由引理1,对式(6)两端做Laplace逆变换有:

w(t)=
w(n-1)(0)
Γ(n)tn-1,

又w(1)-∫
1

0
k(s)w(s)ds=

w(n-1)(0)
Γ(n) -∫

1

0
k(s)w

(n-1)(0)
Γ(n)sn-1ds=0,

w(n-1)(0)
Γ(n)

(1-ψ)=0,由0<ψ<1有

w(n-1)(0)=0,则w=0,即u1=u2,因此问题(2)至多有1个解。
下面证明式(3)是问题(2)的解。将式(4)代入式(3)有:

u(t)=∫
t

0
[(t-ts)n-1En-γ,n(c(1-s)n-γ)-(t-s)n-1En-γ,n(c(1-s)n-γ)]m(s)ds+
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∫
1

t
[(t-ts)n-1En-γ,n(c(1-s)n-γ)]m(s)ds+

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

s

0
[(s-sp)n-1En-γ,n(c(1-p)n-γ)-(s-p)n-1En-γ,n(c(1-p)n-γ)]m(p)dpds +

∫
1

0
k(s)∫

1

s
[(s-sp)n-1En-γ,n(c(1-p)n-γ)]m(p)dpds +λtn-1

1-ψ
=

-∫
t

0
(t-s)n-1En-γ,n(c(t-s)n-γ)m(s)ds+tn-1∫

1

0
(1-s)n-1En-γ,n(c(1-p)n-γ)m(s)ds+

ψtn-1

1-ψ∫
1

0
(1-s)n-1En-γ,n(c(1-p)n-γ)m(s)ds-

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

s

0
(s-p)n-1En-γ,n(c(1-p)n-γ)]m(p)dpds+

λtn-1

1-ψ
,

上式合并化简后有:

u(t)=-∫
t

0
(t-s)n-1En-γ,n(c(t-s)n-γ)m(s)ds+

1+ ψ
1-ψ  tn-1∫

1

0
(1-s)n-1En-γ,n(c(1-p)n-γ)m(s)ds-

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

s

0
(s-p)n-1En-γ,n(c(1-p)n-γ)]m(p)dpds+

λtn-1

1-ψ
,

现令:

M =
Γ(n)
1-ψ∫

1

0
(1-s)n-1En-γ,n(c(1-p)n-γ)m(s)ds -

∫
1

0
k(s)∫

s

0
(s-p)n-1En-γ,n(c(s-p)n-γ)m(p)dpds+λ 

则得到:

u(t)=-∫
t

0
(t-s)n-1En-γ,n(c(t-s)n-γ)m(s)ds+

Mtn-1

Γ(n)
。 (7)

对式(7)求导至n 阶导数:

u'(t)=-∫
t

0
(t-s)n-2En-γ,n-1(c(t-s)n-γ)m(s)ds+

Mtn-2

Γ(n-1)
,

︙

u(n-1)(t)=-∫
t

0
En-γ,1(c(t-s)n-γ)m(s)ds+M,

u(n)(t)=-c∫
t

0
(t-s)n-γ-1En-γ,n-γ(c(t-s)n-γ)m(s)ds-m(t)。

由函数m 和 Mittag-Leffler函数的连续性,有:

u∈Cn(0,1)∩Cn-1[0,1],

u(0)=u'(0)=…=u(n-2)(0)=0,u(n-1)(0)=M。

又由引理1有  [u](s)=U(s)=
-M(s)
sn-csγ+

M
sn,其中M(s)= [m](s),则:

 [cDγu](s)
 

=
 

sγU(s)-sγ-nu(n-1)(0)
 

=
 -M(s)
sn-γ-c

,

cDγu(t)=-∫
t

0
(t-s)

n-γ-1

En-γ,n-γ(c(t-s)n-γ)m(s)ds。

综上,-u(n)(t)
 

+
 

ccDγu(t)
 

=
 

m(t)。又u(1)=∫
1

0
G(1,s)m(s)ds+

1
1-ψ∫

1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)m(p)dpds,

则有:

u(1)-∫
1

0
k(s)u(s)ds=

λ
1-ψ

+ ψ
1-ψ∫

1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)m(p)dpds-

λ
1-ψ∫

1

0
k(s)sn-1ds-
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1
1-ψ∫

1

0
k(s)sn-1ds∫

1

0
k(p)∫

1

0
G(p,τ)m(τ)dτdp=

λ
1-ψ

- ψλ
1-ψ

=λ。 证毕

引理3 1)
 

∀t,s∈[0,1],有:
0≤G(t,s)≤Q(s)∶=(1-s)n-1En-γ,n(c(1-s)n-γ)。

2)
 

∀ξ∈ 0,
1
2  ,s∈[0,1],有:

min
t∈[ξ,1-ξ]

 
G(s,t)≥KξQ(s),Kξ∶=

c
k0ξ

k0(n-γ)+2n-2

Γ(k0(n-γ)+n)En-γ,n(c)
,

其中:k0=
1

n-γ
,a 表示比a 大的最小整数,Kξ∈(0,1)。

证明 只证2),对0≤s≤t≤1,由 Mittag-Leffler函数的定义式,即为级数形式,每一项都具有非负性,第k0

项为
c

k0

Γ(k0(n-γ)+n)
(1-s)

k0(n-γ),只保留此项有:

G(t,s)=(t-ts)n-1En-γ,n(c(1-s)n-γ)-(t-s)n-1En-γ,n(c(1-s)n-γ)≥

c
k0

Γ(k0(n-γ)+n)
[tn-1(1-s)

k0(n-γ)+n-1-(t-s)
k0(n-γ)+n-1]≥

c
k0

Γ(k0(n-γ)+n)
[tn-1(1-t)

k0(n-γ)+n-1],

则∀t∈[ξ,1-ξ],有:

G(t,s)
Q(s)≥

c
k0tn-1(1-t)

k0(n-γ)+n-1

Γ(k0(n-γ)+n)(1-s)n-1En-γ,n(c(1-s)n-γ)
≥

c
k0ξ

k0(n-γ)+2n-2

Γ(k0(n-γ)+n)En-γ,n(c)
=Kξ。

显然Γ(k0(n-γ)+n)En-γ,n(c)≥c
k0,则∀ξ∈ 0,

1
2  ,有Kξ∈(0,1)。

 

对0≤t≤s≤1,t∈[ξ,1-ξ],有:
G(t,s)=(t-ts)n-1En-γ,n(c(1-s)n-γ)≥tn-1Q(s)≥ξn-1Q(s)≥KξQ(s)。 证毕

引理4 若m∈C+[0,1]∶={m∈C[0,1]:m(t)≥0,t∈[0,1]},则式(3)非负且满足:

min
t∈[ξ,1-ξ]

u(t)≥Kξ u 。

证明 由式(3)显然有u≥0。由引理1有:

u(t)=∫
1

0
G(t,s)m(s)ds+

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)m(p)dpds+

λtn-1

1-ψ
≤

∫
1

0
Q(s)m(s)ds+

1
1-ψ∫

1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)m(p)dpds+

λ
1-ψ

,

则有:

u =max
t∈[0,1]

u(t)≤∫
1

0
Q(s)m(s)ds+

1
1-ψ∫

1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)m(p)dpds+

λ
1-ψ

。

又∀t∈[ξ,1-ξ],有:

u(t)=∫
1

0
G(t,s)m(s)ds+

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)m(p)dpds+

λtn-1

1-ψ
≥

Kξ∫
1

0
Q(s)m(s)ds+ ξn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)m(p)dpds+

λξn-1

1-ψ
≥Kξ u 。 证毕

引理5[16] (Arzelà-Ascoli定理)若E 是Banach空间,C 是E 的紧集,序列{xn}在C 中一致有界且等度连

续,则此序列在C 中有一致连续子序列。
引理6[17] (锥压缩与拉伸不动点定理)设X 为Banach空间,P⊂X 为X 中的一个锥。假设Ω1,Ω2 为X

的开子集且满足0∈Ω1⊂Ω1⊂Ω2,且令算子S:P→P 为全连续算子并使得以下条件之一成立:

1)
 

Sw ≥ w ,w∈P∩∂Ω1,Sw ≤ w ,w∈P∩∂Ω2;

2)
 

Sw ≤ w ,w∈P∩∂Ω1,Sw ≥ w ,w∈P∩∂Ω2。
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则算子S 在P∩(Ω2\Ω1)中有1个不动点。
 

引理7[18] (Schauder不动点定理)设X 是Banach空间,Ω∈X 是有界凸闭集。若T:Ω→Ω 是连续算子并

且使得TΩ⊂X,TΩ 是相对紧的,那么在Ω 上至少存在1个不动点。
 

2 主要结果

设X=C[0,1],范数为 u =max
t∈[0,1]

u(t),现定义锥B∈X 和算子T:X→X 如下:

B={u∈C+[0,1]: min
t∈[ξ0,1-ξ0]

u(t)≥Kξ0 u }。

其中:

ξ0∈ 0,
1
2  ,Kξ0=

c
k0ξ0

k0(n-γ)+2n-2

Γ(k0(n-γ)+n)En-γ,n(c)
。

该锥的构造基于非负连续函数空间,确保了函数在区间内部“远离零点”。这种构造有助于在应用不动点定

理时,结合Green函数的正性,保证所获不动点为正解。

Tu(t)=∫
1

0
G(t,s)[x(s,u(s))+y(s,u(s))]ds+

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)[x(p,u(p))+y(p,u(p))]dpds+

λtn-1

1-ψ
。 (8)

算子的构造将微分方程有解问题转化为算子不动点问题。
引理8 u 为问题(1)的解当且仅当u 为算子T 的不动点。

 

引理9 算子T:B→B 为全连续算子。
 

证明 若u∈B,由引理4有T(u)∈B,则T(B)⊆B。又由函数G,x,y 的连续性有算子T:B→B 也连续。
令E⊂B 有界,则存在L>0,使得对∀u∈E 都有 u ≤L,再令N= max

t∈[0,1]
u∈[0,L]

x(t,u)+y(t,u)+1。
 

则由引理3,∀u∈E,有:

Tu(t)≤N∫
1

0
Q(s)ds+

N∫
1

0
k(s)ds

1-ψ∫
1

0
Q(s)ds+

λ
1-ψ

∶=A1,

再记:

A2=
N∫

1

0
k(s)ds

1-ψ∫
1

0
Q(s)ds+

λ
1-ψ

。

∀t1,t2∈[0,1],设t1<t2,有:
(Tu)(t2)-(Tu)(t1)≤

∫
1

0
G(t2,s)[x(s,u(s))+y(s,u(s))]ds-∫

1

0
G(t1,s)[x(s,u(s))+y(s,u(s))]ds +

t2n-1-t1n-1

1-ψ ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)[x(p,u(p))+y(p,u(p))]dpds+

λ(t2n-1-t1n-1)
1-ψ

≤

N∫
1

0
G(t2,s)-G(t1,s)ds+A2(t2n-1-t1n-1)≤

N ∫
1

0
(t2-s)n-1En-γ,n(c(t2-s)n-γ)-(t1-s)n-1En-γ,n(c(t1-s)n-γ)  ds +

N∫
t2

t1

(t2-s)n-1En-γ,n(c(t2-s)n-γ)ds +A2(t2n-1-t1n-1),

则:
(Tu)(t2)-(Tu)(t1)→0,t2→t1。

因此算子T 是等度连续算子,则由引理5有算子T:B→B 是全连续算子。
 

证毕

为方便起见,做以下记号:

x0=lim
 

inf
u→0+

x(t,u)
u

,x∞=lim
 

inf
u→∞

x(t,u)
u

,x0=lim
 

sup
u→0+

x(t,u)
u

,x∞=lim
 

sup
u→∞

x(t,u)
u

;
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y0=lim
 

inf
u→0+

y(t,u)
u

,y∞=lim
 

inf
u→∞

y(t,u)
u

,y0=lim
 

sup
u→0+

y(t,u)
u

,y∞=lim
 

sup
u→∞

y(t,u)
u

。

有如下假设:
(H1)

 

x0=x∞=y0=y∞=∞。
(H2)

 

x0=x∞=y0=y∞=0。
(H3)

 

存在常数k1>0,使得∀u∈[Kξ0k1,k1]有:

x(t,u)+y(t,u)≤k1α1,

其中:0<α1 <
1
2 1+
∫

1

0
k(s)ds

1-ψ
   ∫1

0
Q(s)ds

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

-1

。

(H4)
 

存在常数k2>0,使得∀u∈[Kξ0k2,k2]有:

x(t,u)+y(t,u)≥k2α2,

其中:α2 >
 1
Kξ0

1
 

+
 
ξn-1
0∫

1

0
k(s)ds

1-ψ
   ∫1-ξ0

ξ0
Q(s)ds

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

-1

。

定理1 若条件(H1)和(H3)成立,则当λ充分小时,问题(1)至少有2个正解即u1 和u2,且满足0< u1 <
k1< u2 。

 

证明 由x0=y0=∞,存在正常数υ1 满足υ1∈(0,k1),使得∀u∈[0,υ1]有:

x(t,u)≥β12u
,y(t,u)≥β

1

2u
,

为满足引理1的条件,选择β1 满足:

β1 >
1
K2

ξ0

1+
ξn-1
0∫

1

0
k(s)ds

1-ψ
   ∫1-ξ0

ξ0
Q(s)ds

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

-1

。

根据式(8)及引理4, min
t∈[ξ0,1-ξ0]

 
u(t)≥Kξ0 u ,∀u∈∂Ωυ1

,有:

T(u)=max
t∈[0,1]∫

1

0
G(t,s)[x(s,u(s))+y(s,u(s))]ds+

λtn-1

1-ψ
+

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)[x(p,u(p))+y(p,u(p))]dpds ≥

min
t∈[ξ0,1-ξ0]∫

1

0
G(t,s)[x(s,u(s))+y(s,u(s))]ds+

λtn-1

1-ψ
+

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)[x(p,u(p))+y(p,u(p))]dpds ≥

β1K2
ξ0 1+

ξ0n-1∫
1

0
k(s)ds

1-ψ
   ∫1-ξ0

ξ0
Q(s)ds

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 u > u =υ1,

即:

Tu > u ,u∈∂Ωυ1
。 (9)

再由x∞=y∞=∞,存在正常数ρ满足ρ>k1,使得∀u∈[ρ,+∞)有:

x(t,u)≥β12u
,y(t,u)≥β

1

2u
。

为使x 和y 在∂Ωυ2
上也满足上述条件,取正常数υ2 满足Kξ0υ2≥ρ,则对∀u∈∂Ωυ2

,有:

min
t∈[ξ0,1-ξ0]

 
u(t)≥Kξ0 u ≥ρ。

同理,对 Tu 进行放缩:
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T(u)≥Kξ0∫
1-ξ0

ξ0
Q(s)[x(s,u(s))+y(s,u(s))]ds+

Kξ0ξ0
n-1∫

1

0
k(s)ds

1-ψ ∫
1-ξ0

ξ0
Q(s)[x(s,u(s))+y(s,u(s))]ds≥

β1K2
ξ0 1+

ξ0n-1∫
1

0
k(s)ds

1-ψ
   ∫1-ξ0

ξ0
Q(s)ds

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 u > u =υ2,

即:

Tu > u ,u∈∂Ωυ2
。 (10)

最后,当λ充分小时,不妨令λ满足:

0≤λ≤
(1-ψ)k1
2

。

则由引理3及条件(H3),∀u∈∂Ωk1
,有:

Tu(t)=∫
1

0
G(t,s)[x(s,u(s))+y(s,u(s))]ds+

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)[x(p,u(p))+y(p,u(p))]dpds+

λtn-1

1-ψ
≤

∫
1

0
Q(s)[x(s,u(s))+y(s,u(s))]ds+

1
1-ψ∫

1

0
k(s)∫

1

0
Q(p)[x(p,u(p))+y(p,u(p))]dpds+

λ
1-ψ

≤

k1α1 1+
∫

1

0
k(s)ds

1-ψ
   􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁∫

1

0
Q(s)dsu +

k1
2 <

k1
2+

k1
2=k1= u ,

则由 Tu =max
t∈[0,1]

Tu(t),易得:

Tu < u ,u∈∂Ωk1
。 (11)

综上,根据引理6,由式(9)、(10)及(11)得,当λ充分小时,算子T 至少有2个不动点u1∈Ωk1\Ωυ1
和u1∈

Ωυ2\Ωk1
且满足0< u1 <k1< u2 。又∀t~∈(0,1),∃ξ

~
∈ 0,

1
2  使得t~∈[ξ

~,1-ξ
~]。则由引理4有:

ui(t~)≥K
ξ
~ui>0,i=1,2。

即∀t∈(0,1),有ui>0,且ui(1)-∫
1

0
k(s)ui(s)ds=λ>0,i=1,2。 因此,由引理8有u1,u2 为问题(1)的2个

正解。 证毕

定理2 若条件(H2)和(H4)成立,则当λ充分小时,问题(1)至少有2个正解即u3 和u4,且满足0< u3 <
k1< u4 。

证明 由x0=y0=0,存在正常数ω1 满足ω1∈(0,k2),使得∀u∈[0,ω1]有:

x(t,u)≤β22u
,y(t,u)≤β

2

2u
,

其中β2 满足:

0<β2 <
1
2 1+
∫

1

0
k(s)ds

1-ψ
   ∫1

0
Q(s)ds

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

-1

。

不妨令λ满足:

0≤λ≤
(1-ψ)ω1

2
。
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同定理1的证明,∀u∈∂Ωω1
,有:

Tu(t)≤β2 1+
∫

1

0
k(s)ds

1-ψ
   ∫1

0
Q(s)dsu +

ω1

2 <
ω1

2+
ω1

2=ω1= u ,

即:

Tu < u ,u∈∂Ωω1
。 (12)

现定义函数X(t,u)= max
z∈[0,u]

[x(t,z)]和Y(t,u)= max
z∈[0,u]

[y(t,z)],则X(t,u)和Y(t,u)在[0,∞)上关于

u 为单调不减函数。由x∞=y∞=0,知:

lim
 

sup
u→∞

X(t,u)
u =lim

 

sup
u→∞

Y(t,u)
u =0。

因而存在正常数ω2>k2 使得∀u∈[ω2,+∞)有:

X(t,u)≤β22u
,Y(t,u)≤β22u

,

同时令0≤λ≤
(1-ψ)ω2

2
,则∀u∈∂Ωω2

,有:

Tu(t)≤∫
1

0
Q(s)[X(s,u(s))+Y(s,u(s))]ds+

∫
1

0
k(s)ds

1-ψ∫
1

0
Q(s)[X(s,u(s))+Y(s,u(s))]ds+

λ
1-ψ

≤

β2 1+
∫

1

0
k(s)ds

1-ψ
   ∫1

0
Q(s)dsu +

ω2

2 <
ω2

2+
ω2

2=ω2= u ,

即:

Tu < u ,u∈∂Ωω2
。 (13)

最后,由条件(H4),∀u∈∂Ωk2
,有:

Tu ≥k2α2Kξ0 1+
ξn-1
0∫

1

0
k(s)ds

1-ψ
   ∫1-ξ0

ξ0
Q(s)ds

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

-1

>k2= u ,

即:

Tu > u ,u∈∂Ωk2
。 (14)

综上,根据引理6,由式(12)、(13)及(14)得到,当λ 充分小时,算子T 至少有2个不动点u3∈Ωk2\Ωω1
和

u1∈Ωω2\Ωk2
且满足0< u1 <k2< u2 。同定理1,由引理8有u3,u4 为问题(1)的2个正解。 证毕

定理3 若x∞=y∞=∞,则当λ充分大时,问题(1)无正解。
 

证明 设有严格单调递增序列{λn}及lim
n→∞

 
λn=∞,使得边值问题

-u(n)(t)+ccDγu(t)=x(t,u(t))+y(t,u(t)),t∈ (0,1),

u(0)=u'(0)=…=u(n-2)(0)=0,u(1)-∫
1

0
k(s)u(s)ds=λn, 

有解un,则由算子T 的定义有:

un(1)=∫
1

0
G(1,s)[x(s,un(s))+y(s,un(s))]ds+

1
1-ψ∫

1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)[x(p,un(p))+y(p,un(p))]dpds+

λn

1-ψ
≥

λn

1-ψ
→ ∞(n→ ∞)。

故当n→∞时,有 un →∞。由x∞=y∞=∞知,同定理1的证明,当n 充分大时,可以取正常数τ 满足

Kξ0 un ≥τ,且x(t,un)≥2β1u,y(t,un)≥2β1u,有:
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un ≥2β1K2
ξ0 1+

ξn-1
0∫

1

0
k(s)ds

1-ψ
   ∫1-ξ0

ξ0
Q(s)ds

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁 un >2un ,

显然矛盾,则当λ充分大时,问题(1)无正解。 证毕

定理4 若x∞=y∞=∞及条件(H3)成立,且x(t,u)和y(t,u)均关于u 为单调不减函数,则存在正常数

λ*使得以下结论成立:

1)
 

当λ∈[0,λ*)时问题(1)至少有1个正解;

2)
 

当λ=λ*时问题(1)有1个正解;

3)
 

当λ∈(λ*,+∞)时问题(1)没有正解。
证明 令Λ={λ≥0:

 

式(1)至少有1个正解}且λ*=sup
 

Λ。由定理1知当λ 充分小时,式(1)至少有1个

正解,以下仅考虑λ>0的情形。结合定理3知0<λ*<∞,则∀λ∈(0,λ*),∃μ∈Λ 且μ>λ使得边值问题

-u(n)(t)+ccDγu(t)=x(t,u(t))+y(t,u(t)),t∈(0,1),

u(0)=u'(0)=…=u(n-2)(0)=0,u(1)-∫10k(s)u(s)ds=μ, 
有1个正解uμ。下面考虑边值问题:

-u(n)(t)+ccDγu(t)= (t,u(t))+�(t,u(t)),t∈(0,1),

u(0)=u'(0)=…=u(n-2)(0)=0,u(1)-∫
1

0
k(s)u(s)ds=λ, 

其中:

 (t,u(t))=
x(t,0),u(t)<0,

x(t,u(t)),0≤u(t)≤uμ(t),

x(t,uμ(t)),u(t)>uμ(t),

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

�(t,u(t))=
y(t,0),u(t)<0,

y(t,u(t)),0≤u(t)≤uμ(t),

y(t,uμ(t)),u(t)>uμ(t),

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

现定义算子T*:E→E 如下:

T*u(t)=∫
1

0
G(t,s)[ (s,u(s))+�(s,u(s))]ds+

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)[ (p,u(p))+�(p,u(p))]dpds+

λtn-1

1-ψ
。

又由  和 � 的连续性和有界性,存在L>0使得∀u∈E 有 T*u ≤L,现令B*={u∈E:u ≤L},显然

有T*(B*)⊆B*。则同引理9的证明,T*:B*→B*是全连续算子。故根据引理7即Schauder不动点定理,有
解uλ∈B*,显然,由X≥0且Y≥0,当t∈(0,1)时,有uλ(t)>0。现令v=uμ-uλ,有v 满足:

-v(n)(t)+ccDγv(t)=x(t,vμ(t))+y(t,vμ(t))-[ (t,vλ(t))+�(t,vλ(t))],t∈(0,1);

v(0)=v'(0)=…=v(n-2)(0)=0,v(1)-∫
1

0
k(s)v(s)ds=μ-λ。 

记n(t)=x(t,vμ(t))+y(t,vμ(t))-[ (t,vλ(t))+�(t,vλ(t))]≥0。根据uμ,uλ
 x,y, 和 � 的连续性

易知n(t)∈C+[0,1]。由引理2知:

v(t)=∫
1

0
G(t,s)n(s)ds+

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)n(p)dpds+

λtn-1

1-ψ
。

显然v≥0,即uμ≥uλ,则  (t,u(t))=x(t,u(t))且 �(t,u(t))=y(t,u(t)),因而uλ 为问题(1)的1个正

解。
现考虑λ*∈Λ。取恒正严格递增序列{λj}满足lim

j→∞
 
λj=λ*,再令zj 为λ=λj 时问题(1)的正解,即:

zj(t)=∫
1

0
G(t,s)[x(s,zj(s))+y(s,zj(s))]ds+

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)[x(p,zj(p))+y(p,zj(p))]dpds+

λjtn-1

1-ψ
。

由x∞=y∞=∞,存在σ>0使得∀z∈[σ,+∞),x(t,z(t))≥β
2z
,y(t,z(t))≥β

2z
成立,其中β >
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K2
ξ0∫

1-ξ0

ξ0
Q(s)ds  

-1
。 存在 Z* >0使 得 zj ≤Z*,如 若 不 然,则 存 在 J>0,∀j∈J 有 min

t∈[ξ0,1-ξ0]
zj≥

Kξ0 zj ≥σ,则zj ≥βK2
ξ0∫

1-ξ0

ξ0
Q(s)dszj > zj ,矛盾,即{zj}一致有界。又:

z'j(t)= -∫
t

0
(t-s)n-2En-γ,n-1(c(t-s)n-γ)[x(s,zj(s))+y(s,zj(s))]ds+

Mtn-2

Γ(n-1)≤

Z1∫
1

0
[x(s,zj(s))+y(s,zj(s))]ds+Z2 ≤

Z1∫
1

0
[x(s,Z*)+y(s,Z*)]ds+Z2 ≤Z3,

其中:Z1,Z2,Z3 为正常数,则∀t1,t2∈[0,1],由拉格朗日中值定理有:

zj(t2)-zj(t1)= z'j(t*)(t2-t1)≤Z3 t2-t1 →0,t2-t1 →0,t*∈(0,1),
则{zj}等度连续,由引理5知,{zj}有子序列{zjk

}收敛于z~。易证:

z~(t)=∫
1

0
G(t,s)[x(s,z~(s))+y(s,z~(s))]ds+

tn-1

1-ψ∫
1

0
k(s)∫

1

0
G(s,p)[x(p,z~(p))+y(p,z~(p))]dpds+

λ*tn-1

1-ψ
,

即当λ=λ*时z~ 是问题(1)的一个正解。 证毕

3 举例验证

例1 考虑如下边值问题:

-u″(t)+
1
2

c

D
3
2u(t)=t+u2(t)+

1
2u

3(t),t∈ 0,12  ;
u(0)=u'(0)=0,u(1)-∫

1

0
su(s)ds=λ。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

其中:n=2,γ=
3
2
,c=

1
2
,x(t,u)=t+u2,y(t,u)=

1
2u

3,k(s)=s。

现将x(t,u),y(t,u)的表达式代入x0,x∞,y0,y∞的定义式中,有:

x0=lim
 

inf
u→0+

t+u2

u
,x∞=lim

 

inf
u→∞

t+u2

u
,

y0=lim
 

inf
u→0+

1/2u3

u
,y∞=lim

 

inf
u→∞

1/2u3

u
。

算得x0=x∞=y0=y∞=0,则条件(H1)成立。
下证条件(H3)成立。

1+
∫

1

0
k(s)ds

1-ψ
   ∫1

0
Q(s)ds= 1+

∫
1

0
sds

1-∫
1

0
s2ds  ∫1

0
(1-s)

1
2E1/2,2

1
2
(1-s)

1
2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ds≤

1+
3
4  E1

2,2

1
2  ∫1

0
(1-s)

1
2ds≈0.263。

取α1=1.8,有α1<
1

2×0.263
≈1.9,又取k1=5,则∀(t,u)∈ 0,

1
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ×[0,2]有:

x(t,u)+y(t,u)=t+u2+
1
2u

3≤8.5≤9=k1α1。

则由定理1,问题(1)至少有u1 和u2 这2个正解,且满足0< u1 <k1< u2 。
 

例2 考虑如下边值问题:

-u(3)(t)+
1
3

c

D
5
2u(t)=

1
4
[t+u

1
2(t)]+

1
2u

3
2(t)],t∈ (0,1),

u(0)=u'(0)=0,u(1)-∫
1

0
su(s)ds=λ,

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
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其中:n=3,γ=
5
2
,c=

1
3
,x(t,u)=

1
4
(t+u

1
2),y(t,u)=

1
2u

3
2,k(s)=s。

将x(t,u),y(t,u)的表达式代入x0,x∞,y0,y∞的定义式中,有:

x0=lim
 

sup
u→0+

1
4
(t+u

1
2)

u
,x∞ =lim

 

sup
u→∞

1
4
(t+u

1
2)

u
,

y0=lim
 

sup
u→0+

1
2u

3
2

u
,y∞ =lim

 

sup
u→∞

1
2u

3
2

u
。

算得
 

x0=x∞=y0=y∞=0,则条件(H2)成立。
下证条件(H3)成立。

 

1+
∫

1

0
k(s)ds

1-ψ
   ∫1

0
Q(s)ds= 1+

∫
1

0
sds

1-∫
1

0
snds  ∫1

0
(1-s)2E1

2,3

1
3
(1-s)

1
2􀭠

􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ds≤

1+
2
3  E1

2,3

1
3  ∫1

0
(1-s)2ds≈0.345。

取α1=1.4,有α1<
1

2×0.345=1.45
,又取k1=5,则∀(t,u)∈[0,1]×[0,5]有:

x(t,u)+y(t,u)=
1
4
[t+u

1
2]+

1
2u

3
2≤6.41≤7=k1α1。

由定理3和定理4知,∃λ*>0使得λ∈[0,λ*)时该问题至少有1个正解,λ=λ*时该问题有1个正解,λ∈
(λ*,+∞)时该问题没有正解。

4 结论

本文首先利用Laplace变换求解分数阶微分方程,再利用锥压缩与拉伸不动点定理等研究具有含参边值条

件的分数阶微分方程的参数在不同范围下分数阶微分方程正解的存在性条件,最后举例验证。
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