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摘要:对有约束集优化问题的弱有效解进行研究。通过引入C-凸类和C-有界的概念,参考向量优化问题中的拉格朗日方

法,在集优化问题中引入弱有效解的拉格朗日乘子,将有约束集优化问题转化为无约束集优化问题;进一步证明了这2个

问题之间解的关系,并结合算例对相关结论进行验证。所建立的拉格朗日乘子定理为集优化问题提供了可推广的理论

工具。
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向量优 化 是 优 化 理 论 中 的 一 个 重 要 课 题,已 有 许 多 学 者 对 此 进 行 了 研 究。向 量 优 化 问 题(vector
 

optimization
 

problem,VOP)的数学模型可表示为:
(VOP)

 

min
 

f(x),x∈X,
其中:f:X→Y 是一个向量值映射,X 和Y 分别是线性空间和局部实凸空间。学者们探讨了VOP的不同解法,
例如有效解、弱有效解和真有效解等[1-3]。

随着集值分析的发展,多位学者开始关注以下集值优化问题[4-5](set-valued
 

optimization
 

problem,SVOP):
(SVOP)

 

min
 

F(x),x∈X,

其中:F:X →→Y 是一个集值映射。当F(x)是单点集映射时,SVOP就退化为了VOP。在SVOP中,许多解的

概念被提出,包括Benson适当有效解[6]、Hening适当有效解[7]和超有效解[8]等。近些年来,已有学者开始利用

序凸锥来实现2个集合之间的比较,这种方法被称为集合法[9]。1997年Kuroiwa等人[10]基于锥引入了6种集

合序关系。2007年Hern􀅡ndez等人[11]提出了集优化问题(set
 

optimization
 

problem,SOP)的有效解与弱有效

解,并研究了该问题的对偶性、拉格朗日乘子法则及鞍点特性。2018年 Hern􀅡ndez等人[12]则深入探讨了改进集

在SOP中的应用。针对SOP的解的存在性[13]、标量化方法[14]以及解集的连通性[15]等方向,学界也展开了广泛

研究。
本文在已有文献基础上,对弱有效解的拉格朗日乘子进行了研究,证明了有约束集优化问题(constrained

 

set
 

optimization
 

problem,CSOP)可以转化为无约束集优化问题(unconstrained
 

set
 

optimization
 

problem,USOP)
以及解之间的关系。

1 预备知识

设X 和Y 均为实的局部凸空间,X*和Y*分别是X 和Y 的对偶空间,每个空间的零元素用0来表示。定

义P(Y)={A⊆Y A≠∅}。任取C∈P(Y)。C 被称为凸集当且仅当:

λx1+(1-λ)x2∈C,∀x1,x2∈C,∀λ∈[0,1]。

C 被称为锥当且仅当:
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λx∈C,∀x∈C,∀λ≥0。
锥C 被称为尖锥当且仅当C∩(-C)={0}。如果C≠{0}且C≠Y,则称C 为非平凡的。C 的内部和闭包分别

记作int
 

C 和cl
 

C。除非另有说明,下文中的C,D 分别表示Y,Z 中的尖凸锥且C,D 的内部和闭包均非空。
定义1[16] 设A∈P(Y),x∈A,则:

1)
 

x 是A 的弱极小元当且仅当(A-x)∩(-int
 

C)=∅,记作x∈WMin
 

A;

2)
 

x 是A 的弱极大元当且仅当(A+x)∩(-int
 

C)=∅,记作x∈WMax
 

A。
定义2[17] 设A,B∈P(Y),定义序关系≼c

C 如下:

A≼c
CB⇔A=B 或者B-A⊆C 且A≠B。

在序关系≼c
C 中,若将C 替换为int

 

C 则得到序关系≼c
int

 

C
[18]:

A≼c
int

 

CB⇔B-A⊆int
 

C 且A≠B。

基于集合序关系≼c
int

 

C,定义  ⊆P(Y)中的弱极小元和弱极大元如下所示。

定义3 设  ⊆P(Y),A∈ ,则有:

1)
 

称A 是关于  的一个c-弱极小元,如果对于任意B∈ 且满足B≼c
int

 

CA,都有A≼c
int

 

CB。记作A∈c-
WMin

 

S。

2)
 

称A 是关于  的一个c-弱极大元,如果对于任意B∈ 且满足A≼c
int

 

CB,都有B≼c
int

 

CA。记作A∈c-
WMax

 

S。
性质1 设  ⊆P(Y),A∈ 满足 WMin

 

A≠∅。A 是  中的一个c-弱极小元当且仅当不存在B∈ 使得

B≼c
int

 

CA,且A≠B。
证明 充分性是显然的,下面证明必要性。
假设A∈WMin ,且存在一个B∈ 使得:

B≼c
int

 

CA, (1)

则由式(1)可得:

A-B⊆int
 

C。 (2)

又因为A 是  中的c-弱有效解,可以得到A≼c
int

 

CB,即:

B-A⊆int
 

C。 (3)
由式(2)和式(3)可知:

B-A⊆int
 

C∩(-int
 

C),
又因为int

 

C∩(-int
 

C)=∅,与A≠B 矛盾。 证毕

2 拉格朗日乘子

下面将建立SOP的拉格朗日乘子规则。假设X 是一个线性空间,A 是X 的一个非空子集。

定义4[19] 集值映射F:X →→Y 被称为在A 中C-类凸的当且仅当:

λF(x1)+(1-λ)F(x2)⊆F(A)+C,∀λ∈[0,1],∀x1,x2∈A。

注1[19] F 在A 中是C-类凸的当且仅当F(A)+C 在Y 上是凸集。

定义5[20] 设C 是Y 中的尖凸锥,若C+={y∈Y* xTy≥0,∀x∈C},则称C+为C 的对偶锥。

定义6[21] 设B 是Y 上的一个非空子集,B 被称为是C-有界的当且仅当对于Y 中零元的任意邻域U,存在

t>0使得B⊆tU+C。
性质2 假设Y 中的非空子集B 是C-有界的,那么∩b∈B(b-C)≠∅。
证明 令c∈int

 

C,记U=-c+int
 

C。显然U 是Y 的零元的一个邻域。又因为B⊆Y 是C-有界的,故存在

t>0使得:

B⊆tU+C=t(-c+int
 

C)+C⊆-tc+int
 

C+C⊆-tc+C。
从而找到了-tc∈∩b∈B(b-C),因此∩b∈B(b-C)≠∅。 证毕
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若F:X →→Y,G:X →→Z,设F,G 分别是A 上的2个集值映射。现在考虑以下SOP:

(SOP)
 

min{F(x)x∈Ω},
其中:Ω∈{x∈A G(x)∩(-D)≠∅}。下面给出SOP弱有效解的定义。

定义7 假设x0∈Ω,则x0 被称为SOP中的一个c-弱有效解当且仅当F(x0)∈c-WMin{F(x)x∈Ω}。
令  (Z,Y)表示从Z 到Y 的所有连续线性映射集,记:

 +(Z,Y)={T∈ (Z,Y)T(D)⊆C}。

定义8[20] SOP满足广义Slater约束条件当且仅当存在x'∈A 使得G(x')∩(-int
 

D)≠∅。
定理1 设x0∈A。假设满足以下条件:

1)
 

SOP满足广义Slater约束条件;

2)
 

F(x0)是C-有界的;

3)
 

集值映射(F,G):X →→Y×Z 在A 上是C×D-类凸的;

4)
 

设B=∩y0∈F(x0)
(y0-C),H={(y*,z*)∈C+\{0}×D+ (y*,z*)分离(F,G)(A)和B×(-D)}。如

果 H ≠∅,那么存在(y*
0 ,z*

0 )∈H 和(y0,z0)∈F(x0)×G(x0)使得:

inf{<y,y*
0 >+<z,z*

0 ><y,z>∈F(A)×G(A)}=<y0,y*
0 >+<z0,z*

0 >; (4)

5)
 

不存在x∈A 使得(F(x0)-F(x))∩int
 

C≠∅。
那么存在T∈ +(Z,Y)使得:

T(G(x0)∩(-D))⊆-C,
且x0 是以下USOP的c-弱有效解:

(USOP)
 

min{F(x)+(T􀳱G)(x)x∈A}。
证明 显然B 是Y 中的凸集。因为F(x0)是C-有界的,结合性质2可得B=∩y0∈F(x0)

(y0-C)≠∅。因此

B×(-D)是Y×Z 中的凸集且:

int(B×(-D))=int
 

B×int(-D)≠∅。
通过条件3)可得(F,G)(A)+C×D 在Y×Z 中是凸集,下面证明:

((F,G)(A)+C×D)∩int(B×(-D))=∅。 (5)
假设存在(y,z)∈((F,G)(A)+C×D)∩int(B×(-D)),那么存在x∈A 使得:

y∈(F(x)+C)∩int
 

B,

z∈(G(x)+D)∩int(-D)。
由z∈(G(x)+D)∩int(-D)得,存在z'∈G(x)和d∈D 使得z=z'+d。因为z∈int(-D),故有:

z'=z-d∈int(-D)-D⊆-D,
即x∈Ω。由y∈(F(x)+C)∩int

 

B 得,存在y'∈F(x),c∈C 使得y=y'+c∈int
 

B。又由B-C⊆B,可得

int
 

B-C⊆int
 

B。故y'=y-c∈int
 

B。从而有:

y'=y-c∈int
 

B⊆∩y0∈F(x0)
(y0-int

 

C), (6)

由式(6)可得:

y'∈y0-int
 

C,∀y0∈F(x0)。
上式等价于F(x0)-y'⊆int

 

C。由此可得:
(F(x0)-F(x))∩int

 

C≠∅,
与条件4)矛盾。因此式(5)成立。

由Hahn-Banach分离定理可知,存在非零连续线性泛函(y*,z*)∈(Y*,Z*)\{0,0}使得:
<y,y*>+<z,z*>≥<b,y*>+<-d,z*>,∀(y,z)∈(F,G)(A)+C×D,∀b∈B,∀d∈D。 (7)

由式(7)以及文献[22]可得(y*,z*)∈C+×D+。

下证y* ≠0。假设y*=0,因为(y*,z*)为非零连续线性泛函,故z* ≠0。取d=0,由式(7)可得:
<z,z*>≥0,∀z∈G(A)。 (8)
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再通过条件1),即存在x',x'∈A,使得z'∈G(x')∩(-int
 

D)。又z*∈D+,故有<z',z*><0,与式(8)矛盾。
从而y* ≠0。因此,式(7)可以简化为:

<y,y*>+<z,z*>≥<b,y*>+<-d,z*>,∀(y,z)∈(F,G)(A),∀b∈B,∀d∈D, (9)
由(y*,z*)∈C+×D+和式(9)可得 H ≠0。通过条件5)可知,存在(y*,z*)∈H,(y0,z0)∈

 

F(x0)×G(x0),
使得式(4)成立,即:

<y,y*
0 >+<z,z*

0 >≥<y0,y*
0 >+<z0,z*

0 >,∀(y,z)∈(F,G)(A)。 (10)

固定c0∈int
 

C,由于y*
0 ∈C+,<c0,y*

0 >>0,定义映射T:Z →→Y 如下:

T(z)=
<z,z*

0 >
<c0,y*

0 >
c0,∀z∈Z。 (11)

显然T∈ +(Z,Y),由此可得z*
0 ∈D+使得:

<z,z*
0 >≤0,∀z∈G(x0)∩(-D), (12)

由式(11)和式(12)可知式(5)成立。
最后证明不存在x(x∈A)使得

F(x)+(T􀳱G)(x)≼c
int

 

CF(x0)+(T􀳱G)(x0)

成立。假设存在
 

x~ 使得

F(x~)+(T􀳱G)(x~)≼C
int

 

CF(x0)+(T􀳱G)(x0)
成立,即:

F(x0)+(T􀳱G)(x0)-(F(x~)+(T􀳱G)(x~))⊆int
 

C。

设y0∈F(x0),z0∈G(x0)。那么存在y~∈F(x~),z~∈G(x~)和
 

c~∈int
 

C 使得:

y0+
<z0,z*

0 >
<c0,y*

0 >
c0- y~+

<z~,z*
0 >

<c0,y*
0 >

c0  =c~。 (13)

式(13)两边同时作用y*
0 可得:

<y0,y*
0 >+<z0,z*

0 >-<y~,y*
0 >-<z~,z*

0 >=<c~,y*
0 >。 (14)

因为y*
0 ∈C+,所以有:

<c~,y*
0 >>0, (15)

由式(14)和式(15)可得:
<y0,y*

0 >+<z0,z*
0 >><y~,y*

0 >+<z~,z*
0 >,

与式(10)矛盾。所以由性质1可知x0 是USOP的c-弱有效解。 证毕

下面给出一个算例。

例1 设X=R,Y=R2,Z=R,C={(a,b)∈R2 a≥0,b≥0},D=R+,A=[0,2]。集值映射F:X →→Y 和

G:X →→Z 在A 上被定义为:

F(x)={(x,y)y≥x2},G(x)={x-1}。
约束集为:

Ω={x∈A G(x)∩(-D)≠∅}={x∈[0,2]x-1≤0}=[0,1],
设x0=0∈A,可以很容易地验证满足定理1的条件1)~5)。存在线性映射T 满足:

T(z)=
<z,z*

0 >
<c0,y*

0 >
c0,∀z∈Z,

其中:(y*
0 ,z*

0 )=((1,0),1)∈H,c0=(1,0)∈int
 

C。则T(z)=(z,0)。显然定义的集值映射T 满足式(5)。
上面CSOP可转化为USOP:

min
x∈A
{F(x)+T(G(x))}=

{(x,y)+(x-1,0)y≥x2}={(2x-1,y)y≥x2}。
当x0=0时,有:
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F(0)+T(G(0))={(-1,y)y≥0}。
对任意x∈A,若F(x)+T(G(x))≼c

int
 

CF(0)+T(G(0)),则:

(-1,y1)-(2x-1,y2)=(-2x,y1-y2)∈int
 

C,∀y2≥x2,∀y1≥0。

当-2x>0且y1-y2>0时成立。又因为x∈[0,2],则有-2x≤0,得到矛盾。由此可得x0=0是USOP的c-
弱有效解。

3 结论

本文引入集值映射的C-类凸性、C-有界性等概念,结合广义Slater约束条件,建立了拉格朗日乘子法则,将

CSOP转化为USOP,并利用Hahn-Banach分离定理等工具,严格证明了拉格朗日乘子的存在性,构建了CSOP
与USOP间的解的对应关系。实例结果表明,基于适当序关系的弱有效解定义,拉格朗日乘子法则可行,能够有

效处理特定场景下的SOP。
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Abstract:
 

It
 

investigates
 

weakly
 

efficient
 

solutions
 

of
 

constrained
 

set
 

optimization
 

problems.
 

By
 

introducing
 

the
 

notions
 

of
 

C-convex-

like
 

and
 

C-boundedness,
 

and
 

referencing
 

the
 

Lagrange
 

multiplier
 

approach
 

commonly
 

used
 

in
 

vector
 

optimization,
 

a
 

Lagrange
 

multiplier
 

framework
 

for
 

weakly
 

efficient
 

solutions
 

is
 

developed
 

in
 

set
 

optimization.
 

This
 

framework
 

enables
 

the
 

transformation
 

of
 

constrained
 

set
 

optimization
 

problems
 

into
 

equivalent
 

unconstrained
 

formulations.
 

Moreover,
 

it
 

establishes
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

solutions
 

of
 

the
 

original
 

and
 

transformed
 

problems
 

and
 

substantiates
 

the
 

theoretical
 

results
 

with
 

numerical
 

examples.
 

The
 

proposed
 

Lagrange
 

multiplier
 

theorem
 

offers
 

an
 

extendable
 

theoretical
 

foundation
 

for
 

further
 

studies
 

in
 

set
 

optimization.
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