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摘要:设G 是一个具有顶点集V 和边集E 的图,G∈(V,E)。一个函数f:E(G)→{-1,1}称为G 的一个符号边控制函

数,若对每一条边e∈E 都有f[e]=f(N[e])= ∑
e'∈N[e]

f(e')≥1成立。w(f)=∑
e∈E

f(e)称为f 的权,G 的符号边控制

数γ's(G)定义为G 的所有符号边控制函数的权的最小值。对完全多部图的符号边控制数进行讨论,当G 是一个完全r-
部图,其中r为奇数且所有的部的大小相同时,给出了γ's(G)的上界和下界,为计算一般的完全多部图的相关参数提供了

解决思路。
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1 预备知识

本文考虑的图都是有限、无向、无环和重边的图。G 是一个具有顶点集V 和边集E 的图,G∈(V,E)。对点

v∈V,v 的邻域N[v]是指与v 相邻的所有点的集合,v 的闭邻域表示为N[v]=N(v)∪{v}。类似地,对一条

边e∈E,e的邻域N[e]是指与e相邻的所有边的集合,e的闭邻域表示为N[e]=N(e)∪{e}。本文的概念和

术语可参考文献[1]。
对于任意整数r≥2,一个r-部图是指这样的一个图:它的顶点集可以表示为r 个子集(称为部)V1,V2,…,

Vr 的并集,且同一部中的任意2点之间都无边相连。具有r-划分(V1,V2,…,Vr)的r-部图G 也记作G[V1,V2,
…,Vr]。

如果r-部图G[V1,V2,…,Vr]中的每个部中的每个点与其他r-1部中的所有点都有边相连,则G[V1,V2,
…,Vr]称为一个完全r-部图或完全多部图。如果 V1 =n1,V2 =n2,…,Vr =nr,则该完全r-部图记作

Kn1,n2,…,nr
。特别地,若r=2,此时的完全r-部图称为完全二部图;若r=3,此时的完全r-部图称为完全三部图。

函数f:V(G)→{-1,1}称为G 的一个符号控制函数[2],如果对每个点v(v∈V(G))都有

f[v]=f(N[v])= ∑
u∈N[v]

f(u)≥1

成立。函数f:E(G)→{-1,1}称为G 的一个符号边控制函数(signed
 

edge
 

domination
 

function,SEDF)[3],若
对每一条边e(e∈E)都有

f[e]=f(N[e])= ∑
e'∈N[e]

f(e')≥1

成立。w(f)称为f 的权,且w(f)=∑
e∈E

f(e)。G 的符号边控制数γ's(G)定义为G 的所有符号边控制函数的权

的最小值,即γ's(G)=min{w(f)f 是G 的一个符号边控制函数}。当γ's(G)=w(f)时,f 称为G 的γ's-函数。
符号边控制的概念自提出后就得到学者们的广泛研究[4-12],同时,研究者们还对边控制参数以外的其他控制参数

也进行了讨论[13-15]。
文献[3]给出了完全二部图的符号边控制数的精确值。文献[11]给出了某些类型的完全三部图的符号边控

制数的精确值。文献[12]给出了当r为偶数且所有的部大小相等时的完全r-部图的符号边控制数的上界和下
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界。文献[11-12]都将完全多部图的符号边控制数作为未解决的问题而提出。
本文继续研究全多部图的符号边控制数,给出了当r为奇数且所有的部大小相等时的完全r-部图的符号边

控制数的上界和下界,从而部分解决了文献[11-12]提出的问题。

2 符号边控制数的界

给定Kn1,n2,…,nr
的一个符号边控制函数f,则对任意的i,j∈{1,2,…,r},使用如下的记法:将Kn1,n2,…,nr

的

r部记作V1,V2,…,Vr,并且 Vi =ni,Vi={vi1,vi2,…,vini
};对于任意的v∈V,将与v 相关联的所有边的集

合记作E(v),并记:

sv = ∑
e∈E(v)

f(e),E(Vi)=∪
v∈Vi

E(v),f(E(Vi))= ∑
e∈E(Vi)

f(e),

E(Vi,Vj)={ee=uv,u∈Vi,v∈Vj,i,j∈{1,2,…,r},i≠j},

f(Vi,Vj)= ∑
e∈E(Vi,Vj

)
f(e)且si=∑

v∈Vi

sv;

对于一个整数k和某个i∈{1,2,…,r},记Vi(k)={vij svij=k,j=1,2,…,ni},将 ∪
j∈{1,2,…,r}\{i}

Vj 记作 ∪
j≠i

Vj;

对于某一个i∈{1,2,…,r},将 ∑
j∈{1,2,…,r}\{i}

f(Vj)记作∑
j≠i

f(Vj)。

根据符号边控制函数的定义可得到如下结论。
结论 一个函数f:E(Kn1,n2,…,nr

)→{-1,1}是Kn1,n2,…,nr
的一个符号边控制函数的充要条件是对任意的

u∈Vi,v∈Vj,i,j∈{1,2,…,r},i≠j,都有f[uv]=su+sv-f(uv)≥1成立。
下面给出本文的主要结果,完全多部图的符号边控制数γ's(Kn,n,…,n)的上界和下界。
定理1 设r≥3且r为奇数,则对任意的完全r-部图Kn,n,…,n,有:

(r-1)n
2 ≤γ's(Kn,n,…,n)≤

rn
2
,n=4k

rn+3
2
,n=4k+1

rn+2
2
,n=4k+2

rn+1
2
,n=4k+3

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

 

。

在证明定理1之前先给出如下引理。

引理1 设f 是完全r-部图Kn,n,…,n 的一个符号边控制函数,则W(f)与
r(r-1)n

2
具有相同的奇偶性。

证明 因为W(f)=∑
e∈E

f(e),E =
r(r-1)n2

2
,并且注意到f(e)的值要么是1,要么是-1,不难看出

W(f)与
r(r-1)n2

2
具有相同的奇偶性,从而与

r(r-1)n
2

具有相同的奇偶性。 证毕

证明(定理1) 首先证明γ's(Kn,n,…,n)≥
(r-1)n
2

。反设存在完全r-部图Kn,n,…,n 的一个符号边控制函数f

使得W(f)<
(r-1)n
2

,下面推出矛盾。

可以断定对任意的v∈V 都有sv≥0成立。事实上不失一般性,假设存在某个点u∈V1 满足su=min{sv,
v∈V}=-k,k≥2(注意到对于每个v∈V,当r为奇时,sv 为偶)。则根据前面的结论,对每个v∈V\V1 有sv≥

k+1+f(uv),对每个w∈Vi(k),i∈{2,3,…,r}有f(uw)=-1。因此有∑
r

i=2
Vi(k)≤

(r-1)n
2 +

k
2
。 否则,

su<(r-1)n-2
(r-1)n
2 +

k
2  =-k,与su=-k的假设矛盾。因此,有:

∑
v∈V\V1

sv ≥
(r-1)n
2 +

k
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·k+
(r-1)n
2 +

k
2

􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 ·(k+2)=(k+1)(r-1)n-k。
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从而,可以得到:

w(f)=
1
2∑v∈Vsv =

1
2 ∑v∈V1

sv + ∑
v∈V\V1

sv  ≥ 12((k+1)(r-1)n-k-kn)。

将w(k)=
1
2
((k+1)(r-1)n-k-kn)看作以k为自变量的一个函数。因为w'(k)=

1
2
[(r-1)n-1-n]≥0,

故w(k)是增函数。从而有:

w(f)=
1
2
((k+1)(r-1)n-k-kn)≥

1
2
(3(r-1)n-2-2n)=

(3r-5)n
2 -1≥

rn
2
,

得到矛盾。所以,对所有v∈V 都有sv≥0。
令t表示集合{i 存在点v∈Vi 满足sv=0,i=1,2,…,r}的基数。下面分3种情况进行讨论。

情况1,t≤
r-1
2
。

注意到对任意的v∈V,sv 均为偶,所以有:

w(f)=
1
2∑v∈Vsv ≥

1
2
·(r-t)n·2>

rn
2
,

得到矛盾。

情况2,
r-1
2 <t≤r。

不失一般性,设对任意的i∈{1,2,…,t}都有 Vi >0。可以断言:对任意的i∈{1,2,…,t}都有

∑
t

j≠i,j=1
Vj(0)≤

(r-1)n
2

。否则,反设对于某个i∈{1,2,…,t}有 ∑
t

j≠i,j=1
Vj(0)≥

(r-1)n
2 +1。设u∈Vi 满

足su=0。另一方面,根据前面的结论,对任意的v∈ ∪
t

j≠i,j=1
Vj(0)都有f(uv)=-1,但这导致su<0,与su≥0的

事实矛盾。既然对任意的i∈{1,2,…,t}都有 ∑
t

j≠i,j=1
Vj(0)≤

(r-1)n
2

,将这t个不等式相加得:

(t-1)∑
t

j=1
Vj(0)≤

(r-1)nt
2

,

即:

∑
t

j=1
Vj(0)≤

(r-1)nt
2(t-1)=

(r-1)n
2 1+

1
t-1  。

从而有:

w(f)=
1
2∑v∈Vsv ≥

1
2 tn-

(r-1)nt
2(t-1)  ·2+(r-t)n·2  =

1-
r-1
2(t-1)  nt+(r-t)n=rn-(r-1)n2 1+

1
t-1  ≥

rn-
(r-1)n
2 1+

 
1

r+1
2 -1  =rn-(r-1)n2

r+1
r-1=rn-

(r+1)n
2 =

(r-1)n
2

,

得到矛盾。
情况3,t=r。
设存在某个vi∈Vi 使得对每个i∈{1,2,…,r}都有svi=0成立,则由前面的结论知,f(viv)=-1对每个

v∈ ∪
r

j≠i,j=1
Vj(0)成立。因此有 ∑

r

j≠i,j=1
Vj(0)≤

(r-1)n
2

。否则有svi<0,与svi=0的事实矛盾。现在将这r个

不等式相加,有 (r-1)∑
r

j=1
Vj(0)≤

r(r-1)n
2

,从而有∑
r

j=1
Vj(0)≤

rn
2
。 进而得到:

w(f)=
1
2∑v∈Vsv ≥

1
2rn-

rn
2  ·2=

rn
2
,
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得到矛盾。

上述各种情况下的矛盾说明:γ's(Kn,n,…,n)≥
(r-1)n
2

。

下面证明上界。证明的方法是分别构造Kn,n,…,n 在4种情形下的4个符号边控制函数f,g,φ,ψ,使得当

n=4k时,有w(f)=
rn
2
;当n=4k+2时,有w(g)=

rn+2
2
;当n=4k+1时,有w(φ)=

rn+3
2
;当n=4k+3时,

有w(ψ)=
rn+1
2
。首先构造函数f 和g,然后在f 和g 的基础上构造φ 和ψ。

当n=4k 时,构造函数f 如下。对于e∈E1=E(V1,V2)∪E(V3,V4)∪…∪E(Vr-2,Vr-1),以e∈
E(V1,V2)为例,令:

f(v1iv2j)=
1,

 

i>
n
2
,j>

n
2
,i=j为偶

(-1)i+j+1,否则

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

;

对于e∈E2=E(V2,V3)∪E(V4,V5)∪…∪E(Vr-1,Vr),以e∈E(V2,V3)为例,令:

f(v2iv3j)=
1,

 

i≤
n
2
,j≤

n
2
,i=j为偶

(-1)i+j+1,否则

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

;

对于e∈E(V1,Vr),令:

f(v1ivrj)=
1,

 

i≤
n
2
,j>

n
2
,i=j-

n
2

为偶

(-1)i+j+1,否则

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

;

当e∈E\(E1∪E2∪E(V1,Vr))时,设e∈E(Vp,Vq),p,q∈{1,2,…,r},令f(vpi,vqj)=(-1)i+j+1。
通过上面的函数构造过程,不难发现,对每个p∈{1,2,…,r}和i∈{1,2,…,n},当i为奇数时,svpi

=0;当i
为偶数时,svpi

=2。注意到f(e)的定义,并根据前面的结论,易知f 是Kn,n,…,n 的一个符号边控制函数,且有

w(f)=
1
2∑v∈Vsv =

rn
2
。

当n=4k+2时,构造函数g 如下。
对于e∈E1=E(V1,V2)∪E(V3,V4)∪…∪E(Vr-2,Vr-1),以e∈E(V1,V2)为例,令:

g(v1iv2j)=
1,

 

i>
n
2+1

,j>
n
2+1

,i=j为偶

(-1)i+j+1,否则

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

;

对于e∈E2=E(V2,V3)∪E(V4,V5)∪…∪E(Vr-1,Vr),以e∈E(V2,V3)为例,令:

g(v2iv3j)=
1,

 

i≤
n
2+1

,j≤
n
2+1

,i=j为偶

(-1)i+j+1,否则

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

;

对于e∈E(V1,Vr),令:

g(v1ivrj)=
1,

 

i≤
n
2+1

,j≥
n
2+1

,i=j-
n
2+1

为偶

(-1)i+j+1,否则

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

;

对于e∈E\(E1∪E2∪E(V1,Vr)),设e∈E(Vp,Vq),p,q∈{1,2,…,r},令f(vpi,vqj)=(-1)i+j+1。
通过上述的函数构造过程,可以看出对每个p∈{1,2,…,r-1}和i∈{1,2,…,r},当i为奇数时,svpi

=0;
当i为偶数时,svpi

=2,且有:

svri=

0,
 

i≠
n
2+1

为奇

2,
 

i≠
n
2+1

为偶

4,
 

i=
n
2+1

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

。
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再注意到g(e)的定义,根据前面的结论不难发现g 是Kn,n,…,n 的一个符号边控制函数,且:

w(g)=
1
2∑v∈Vsv =

rn+2
2

。

当n=4k+1时,构造函数φ 如下。
首先,在 子 图 Kn-1,n-1,…,n-1 =Kn,n,…,n\{v1n,v2n,…,vrn}上,φ 的 定 义 与 f 相 同。即 对 于 e∈

E(Kn-1,n-1,…,n-1),令φ(e)=f(e)。给定p∈{1,2,…,r},用P1 表示{1,2,…,r}\{p}中最前面的
r-1
2

个元素

的集合,用P2 表示集合{1,2,…,r}\({p}∪P1)。现在对每个i∈{1,2,…,n-1}和p,j∈{1,2,…,r},令:

φ(vpivjn)=
(-1)j+1,

 

j∈P1

(-1)j,
 

j∈P2 
 

。

这个定义保持所有svpi
的值不变,且svpn

=0,p∈{1,2,…,r},i∈{1,2,…,n-1}。为方便起见,记v1n=

w1,v2n=w2,v3n=w3,且对4≤i≤
r+3
2
,记vin=ui-3;对

r+5
2 ≤i≤r,记vin=vi-r+3

2
。因此,有下面的划分:

{v1n,…,vrn}={w1,w2,w3}∪ ui 1≤i≤
r-3
2  ∪vi 1≤i≤

r-3
2  。

现在定义:

φ(e)=
1,

 

e∈{uiw2,uiw3,viw1,uivj,wiwj}

-1,
 

e∈{uiw1,viw2,viw3,uiuj(i≠j),vivj(i≠j)} 
 

。

从φ 的构造不难发现,对每个p∈{1,2,…,r},有:

svpi
=
0,

 

i≤n-1为奇

2,
 

i≤n-1为偶 ,

且:

svpn
=
2,1≤p≤

r+3
2

2,
r+3
2 +1≤p≤r

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 

。

并且注意到所有φ(e)的定义,依据前面的结论不难验证φ 是Kn,n,…,n 的一个符号边控制函数,而且有:

w(φ)=
1
2∑v∈Vsv =

1
2

n+1
2
·2·r+3

2 +
n-1
2
·2·r-3

2  =rn+3
2

。

当n=4k+3时,构造函数ψ 如下。
首先,在Kn-1,n-1,…,n-1=Kn,n,…,n\{v1n,v2n,…,vrn}上,ψ 与g 相同,即对e∈E(Kn-1,n-1,…,n-1),令ψ(e)=

g(e)。对每个p∈ 1,2,…,
r-1
2  ,i∈{1,2,…,n-1},令:

ψ(vpivjn)=
(-1)i+1,

 

j∈ 1,…,
r-1
2  \{p}

(-1)i,
 

j∈
r+1
2
,…,r  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 

;

对每个q∈
r+1
2
,…,r  ,i∈{1,2,…,n-1},令:

ψ(vqivjn)=
(-1)i+1,

 

j∈ 1,…,
r-1
2  

(-1)i,
 

j∈
r+1
2
,…,r  \{p}

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁

 

。

容易看出:

svpi
=
-2,

 

i≤n-1为奇

4,
 

i≤n-1为偶 ;
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svqi=
0,

 

i≤n-1为奇,q∈
r+1
2
,…,r-1  

2,
 

i≤n-1为偶,q∈
r+1
2
,…,r-1  

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

;

svri=

0,
 

i≤n-1,i≠
n+1
2
,i为奇

2,
 

i≤n-1,i≠
n+1
2
,i为偶

4,
 

i=
n+1
2

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

且svjn=0,j∈{1,2,…,r}。
现在的目标是构造函数ψ 使得:

svpi
=
0,

 

i≤n-1为奇

2,
 

i≤n-1为偶 
 

。

为此,对上述函数ψ 进行如下修改:对每个i≤n-2且i为奇数,交换ψ(vr2vpi)和ψ(vr2vp,i+1)的值,所有其

他值不变。显然,通过这些交换可实现上述目标。

最后,定义所有边e(e=vinvjn)的值。为方便起见,对1≤i≤
r-1
2
,记vin=ui;对

r+1
2 ≤i≤r-1,记vin=

v
i-r-1

2
,且记vrn=w。因此有:

{v1n,v2n,…,vrn}= ui 1≤i≤
r-1
2  ∪vi 1≤i≤

r-1
2  ∪{w}。

现在定义:

ψ(e)=
1,

 

e∈{uiw,uivj}

-1,
 

e∈{viw,uiuj(i≠j),vivj(i≠j)} 
 

。

通过上述定义不难发现:

svjn=
2,

 

1≤j≤
r-1
2

0,
 r+1
2 ≤j≤r

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

。

且对于其他v∈V,sv 的值不变。
进而注意到函数ψ(e)对于所有边e∈E(Kn,n,…,n)的定义,根据前面的结论不难发现:ψ 是Kn,n,…,n 的一个符

号边控制函数,且有:

w(ψ)=
1
2∑v∈Vsv =

1
2

n+1
2
·2·r-1

2 +
n-1
2
·2·r+1

2 +2  =rn+1
2

。

综上所述,定理1得证。 证毕

3 结语

未来可对完全r-部图Kn,n,…,n 的符号边控制数的精确值的计算进行讨论,并进一步考虑,一般的完全r-部
图Kn1,n2,…,nr

的符号边控制数的界和精确值的计算。
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Abstract:
 

Let
 

G
 

be
 

a
 

graph
 

G∈(V,E)
 

with
 

vertex
 

set
 

V
 

and
 

edge
 

set
 

E.
 

A
 

function
 

f:E(G)→{-1,1}
 

is
 

a
  

signed
 

edge
 

dominating
 

function
 

of
 

a
 

graph
 

G=
 

(V,E)
 

such
 

that
 

f[e]=f(N[e])= ∑
e'∈N[e]

f(e')≥1
 

for
 

every
 

edge
 

e∈E.
 

w(f)=∑
e∈E

f(e)
 

is
 

called
 

the
 

weight
 

of
 

f.
 

The
 

signed
 

edge
 

domination
 

number
 

γ's(G)
 

of
 

Gis
 

the
 

minimum
 

weight
 

among
 

all
 

signed
 

edge
 

dominating
 

functions
 

of
 

G.
 

It
 

continues
 

to
 

study
 

this
 

parameter
 

for
 

G
 

a
 

complete
 

multipartite
 

graph.
 

It
 

gives
 

some
 

lower
 

and
 

upper
 

bounds
 

of
 

γ's(G)
 

for
 

G
 

a
 

complete
 

r-partite
 

graph
 

with
 

r
 

being
 

odd
 

and
 

all
 

parts
 

being
 

equal,
 

which
 

provides
 

solution
 

ideas
 

for
 

computing
 

parameters
 

of
 

general
 

complete
 

multipartite
 

graphs.
Keywords:

 

signed
 

edge
 

domination;
 

signed
 

edge
 

domination
 

number;
 

complete
 

multipartite
 

graph
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