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摘要:令G 是 一 个 连 通 图,图 G 的 顶 点 集 是V(G),边 集 是 E(G)。图 G 的total
 

Mostar指 标 定 义 为:St(G)=

∑
e=uv∈E(G)

tu(e)-tv(e) ,其中tu(e)表示图G 中到顶点u 的距离比到顶点v的距离更近的顶点和边的数目,tv(e)表示

图G 中到顶点v的距离比到顶点u 的距离更近的顶点和边的数目。为了确定n 阶双圈图的total
 

Mostar指标的极值及

极值图,根据双圈图中的圈是否存在公共边分成2类,证明每类图的total
 

Mostar指标大于等于极值图的total
 

Mostar指

标,得到了n 阶双圈图的total
 

Mostar指标的极值,拓展了total
 

Mostar指标的理论研究范围。
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本文只考虑无向有限的简单连通图,所使用的图论术语和概念请参考文献[1]。对于简单连通图G,定义图

G 的顶点集为V(G),边集E(G),并且有 V(G)=n,E(G)=m。对顶点u∈V(G),dG(u)表示图G 中顶点

u 的度,即图G 中与顶点u 关联的边的个数。度为1的顶点称为悬挂点,与悬挂点关联的边称为悬挂边。Cn 和

Pn 表示长度为n 的圈和路。对于u,v∈V(G),连接u 和v 的最短路径的长度称为u 和v 之间的距离,记作

dG(u,v)。图G 中顶点x 和边e=uv 之间的距离是:dG(x,e)=min{dG(x,u),dG(x,v)}。图G 中边e1=u1v1

和边e2=u2v2 之间的距离是:dG(e1,e2)=min{dG(u1,e2),dG(v1,e2)}。边数比顶点数多1的连通图称为双

圈图。
对于边e=uv∈E(G),可定义以下集合:

Nu(e)={w∈V(G)d(u,w)<d(v,w)},Mu(e)={f∈E(G)d(u,f)<d(v,f)};

Nv(e)={w∈V(G)d(v,w)<d(u,w)},Mv(e)={f∈E(G)d(v,f)<d(u,f)};

N0(e)={w∈V(G)d(u,w)=d(v,w)},M0(e)={f∈E(G)d(u,f)=d(v,f)}。
其中:nu(e),nv(e),n0(e)分别表示 Nu(e),Nv(e),N0(e)中顶点的数目,mu(e),mv(e),m0(e)分别表示

Mu(e),Mv(e),M0(e)中边的数目。根据定义知,nu(e)+nv(e)+n0(e)=n,mu(e)+mv(e)+m0(e)=m。此

外,定义:

Tu(e)=Nu(e)∪Mu(e),Tv(e)=Nv(e)∪Mv(e),T0(e)=N0(e)∪M0(e),
其中:tu(e),tv(e),t0(e)分别表示Tu(e),Tv(e),T0(e)中顶点和边的总数目,则:

tu(e)+tv(e)+t0(e)=n+m。

在图论中,拓扑指标是用于描述图的结构特征的一种数值指标。
 

2018年,Došlic'等人[2]提出了 Mostar指标

的定义,即:

S(G)= ∑
e=uv∈E(G)

nu(e)-nv(e)。

此外,文献[2]还给出了树和单圈图的 Mostar指标的极值。Tepeh等人[3]得到了双圈图的 Mostar指标的

极值及相应的极值图。文献[4-7]也给出了其他 Mostar指标的研究结果。
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2019年,Arockiaraj等人[8]将 Mostar指标推广到边 Mostar指标,图G 的边 Mostar指标定义为:

Se(G)= ∑
e=uv∈E(G)

mu(e)-mv(e)。

文献[9]得出了树和单圈图的边 Mostar指标的极值,并且确定了给定边数和圈数的仙人掌图的边 Mostar指标

的上界。Alex等人[10]、Ghalavand等人[11]和 Wang[12]等人对双圈图的边 Mostar指标的极值问题都进行了研究。

Arockiaraj等人[8]还提出了total
 

Mostar指标,对图G 的total
 

Mostar指标定义为:

St(G)= ∑
e=uv∈E(G)

tu(e)-tv(e)。

文献[13-14]计算了石墨烯、α 型石墨炔等一些化学分子的 Mostar、边 Mostar和total
 

Mostar指标的表达

式。文献[15]得到了给定阶数和圈数的仙人掌图的total
 

Mostar指标的上界。本文得到了n 阶双圈图的total
 

Mostar指标的极值,并刻画了相应的极值图。
图θa,b,c 是由2个顶点x 和y 将长度分别为a,b,c的3条不交路Pa,Pb,Pc 连接而成。根据θa,b,c 的对称

性,不妨假设a≥b≥c≥1,显然 V(θa,b,c)≥4。
定理1 设G 是阶数n≥4的双圈图,则:

St(G)≥

8,当n=4时,当且仅当G≅θ2,2,1 时等号成立(图1a);

12,当n=5时,当且仅当G≅θ2,2,2 或θ3,2,1 时等号成立(图1b、1c);

3n-4,当n≥6且为偶数时,当且仅当G≅θn-3,2,2 时等号成立(图1d);

3n-3,当n≥7且为奇数时,当且仅当G≅θn-3,2,2 时等号成立(图1d)。
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􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
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定理2 设G 是阶数n≥10的双圈图,则St(G)≤2n2-42,等号成立当且仅当G≅Gn(4,4),如图1e所示。

a θ2,2,1 b θ2,2,2 c θ3,2,1

d θn-3,2,2 e Gn(4,4)

图1 双圈图的total
 

Mostar指标的极值图

Fig.1 Extremal
 

graphs
 

for
 

the
 

total
 

Mostar
 

index
 

in
 

bicyclic
 

graphs

1 预备知识

为方便起见,用φ
~
G(e)= tu(e)-tv(e)表示边e 对图G 的total

 

Mostar指标的贡献,则图G 的total
 

Mostar指标可表示为St(G)= ∑
e=uv∈E(G)

φ
~
G(e)。

根据双圈图和θ图的定义,可以将双圈图分为2种类型:􀳭1n 是恰好包含2个圈的n 阶双圈图的集合;􀳭2n 是

包含3个圈的n 阶双圈图集合,即如果G∈􀳭2n,则它必有1个子图同构于θ(a,b,c)。令 􀳭n=􀳭1n∪􀳭2n。
引理1 设G 是一个边数为m 的n 阶连通图,e=uv∈E(G),则:

φ
~
G(e)=n+m-t0(e)-2min{tu(e),tv(e)}。 (1)

证明 因为tu(e)+tv(e)+t0(e)=n+m,若tu(e)≥tv(e),则:

φ
~
G(e)= tu(e)-tv(e)=tu(e)-tv(e)=n+m-t0(e)-2tv(e);

若tu(e)<tv(e),则:
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φ
~
G(e)= tu(e)-tv(e)=tv(e)-tu(e)=n+m-t0(e)-2tu(e)。

所以,式(1)成立。 证毕

引理2 设G 是一个边数为m 的n 阶连通图,e=uv 是图G 的一条割边。则:

φ
~
G(e)=n+m-1-2min{tu(e),tv(e)}。 (2)

证明 若e=uv 是连通图的一条割边,则T0(e)={e},t0(e)=1,根据式(1)可知,式(2)显然成立。 证毕

引理3 设G 是一个边数为m 的n 阶连通图,e=uv 是图G 的一条割边,则:

φ
~
G(e)≤n+m-3, (3)

当且仅当e=uv 是图G 中的一条悬挂边时等号成立。
证明 因为tu(e)=nu(e)+mu(e)≥1,tv(e)=nv(e)+mv(e)≥1,则根据式(2)有:

φ
~
G(e)≤n+m-1-2×1=n+m-3,

等号成立当且仅当e=uv 是图G 中的一条悬挂边。 证毕

引理4 设G 是阶数为n,边数为m 的连通图,e=uv 是G 的非悬挂边的割边,将e收缩为一点w,并在w
上添加一条悬挂边wz,得到的图记为G',如图2所示,则St(G)<St(G')。

图2 割边变换

Fig.2 Cut-edge
 

transformation

证明 对于除uv 外的其他边e,显然有φ
~
G(e)=φ

~
G'(e)。由于e=uv 是G 的非悬挂边的割边,根据式(2)可

以得到:

φ
~
G(e)=n+m-1-2min{tu(e),tv(e)}≤n+m-1-2×3=n+m-7,

φ
~
G'(e)=n+m-3。

因此,St(G)<St(G')。 证毕

如果一个连通图的每一个块要么是圈,要么是割边,则称这个图为仙人掌图。对于连通图中的一个圈,如果

这个圈除1个顶点外的所有顶点的度都是2,则称这个圈为端块圈。如果一个仙人掌图的所有圈恰好有1个公

共顶点,则称这个仙人掌图为丛。设Gn(l1,…,lk)是由k个长度分别为l1,l2,…,lk 的端块圈和将n+k-1-

∑
k

i=1
li 条悬挂边附加到这k个圈的唯一公共顶点上构成的丛。

引理5[15] 设G 是具有k个圈的n 阶仙人掌图,l1,…,lk 分别是k个圈的长度,且在G 中奇圈的个数是t,

其中1≤k≤
n-1
2

,0≤t≤k。如果2n+k>18且n≥3k+1,则:

St(G)≤2n2+3nk-6n-25k+k2+4,
当且仅当G≅Gn(4,…,4︸

k

)时等号成立,即G 中所有端块圈的圈长为4,如图3所示。

图3 仙人掌图的total
 

Mostar指标的极值图

Fig.3 Extremal
 

graphs
 

of
 

the
 

total
 

Mostar
 

index
 

of
 

cactus
 

graphs
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2 定理1的证明

引理6 设G≅θa,b,c,e=uv∈E(Pi)(i∈{a,b,c}),则:

1)
 

φ
~(e)=0当且仅当Pi 的长度为奇数,e是Pi 的中心边。

2)
 

φ
~(e)≠1。

3)
 

φ
~(e)=2当且仅当满足下列条件之一:

i)
 

x∈Tu(e),y∈Tv(e)(或x∈Tv(e),y∈Tu(e)),并且Pi 的长度为偶数,e与Pi 的中点关联;

ii)
 

e∈E(θn-2,2,1)∩E(Pa),并且a=n-2为偶数,e与Pa 的中点关联。
证明 为了证明结论成立,根据θa,b,c 的对称性,分为以下3种情形讨论。

情形1,若x∈Tu(e),y∈Tv(e),则φ
~(e)=2k-h ,其中h=d(x,e),k=d(y,e)。

显然,在Pi 上距离u 近的点和边的个数比距离v 近的点和边的个数多2(h-k),在Pj(j≠i)上距离u 近的

点和边的个数比距离v 近的点和边的个数多2(k-h),所以有:

φ
~
G(e)= tu(e)-tv(e)= 4(k-h)+2(h-k)=2k-h 。

情形2,若x,y∈Tu(e),则φ
~(e)=2(V -g)+1,其中g 是包含e的最短圈的长度。

在此种情形下,包含e的最短圈上距离u 近的顶点和边的个数等于距离v 近的顶点和边的个数,在G 上剩

余的顶点和边都距离u 近。所以φ
~
G(e)=2G +1-2g=2(G -g)+1。因为G 是简单图,所以没有2条边

连接同一对顶点,故 G -g≥1,因此φ
~
G(e)≥3。

情形3,若x∈Tu(e),y∈T0(e),则φ
~(e)≥2c-1。

在此种情形下,包含e的最短圈C 的长度是奇数,令C=Pi∪Pj,再令zl∈T0(e)∩(V\C)是距离边e最远

的顶点,其中l表示在Pq(q≠i,j)上从y 到zl 的路径的长度。如果zlzl+1∉T0(e),则:

d(x,zl)=d(zl,y)+d(x,y)=d(zl,y)+c,
所以有:

φ
~
G(e)=2d(x,zl)-1=2d(zl,y)+2c-1≥2c-1,

当且仅当d(zl,y)=0时等号成立,即b=c。
如果zlzl+1∈T0(e),则d(x,zl+1)=d(x,y)+d(y,zl)=d(y,zl)+c,所以有:

φ
~
G(e)=2d(x,zl+1)=2d(y,zl)+2c≥2c,

当且仅当d(zl,y)=0时等号成立,即b=c+1。

在情形2和情形3下,φ
~
G(e)≠0。由情形1知,φ

~
G(e)=0当且仅当h=k,即Pi 的长度为奇数,e是Pi 的中

心边。
在情形1和情形2下,显然φ

~
G(e)≠1。在情形3下,若φ

~
G(e)≥2c,显然φ

~
G(e)≠1;若φ

~
G(e)=2c-1=1,

则c=1,与G 是简单图矛盾。因此,在G 中φ
~
G(e)=1。

在情形2下φ
~
G(e)≠2。根据情形1,当 k-h =1时有φ

~
G(e)=2,即Pi 的长度为偶数,e与Pi 的中点关

联。根据情形3,令φ
~
G(e)=2c=2,则c=1,b=2,a=n-2,根据情形3的证明过程知,当e∈E(θn-2,2,1)∩

E(Pa)时,a=n-2为偶数,e与Pa 的中点关联时有φ
~
G(e)=2。 证毕

当n=4时,G≅θ2,2,1,且St(θ2,2,1)=8。当n=5时,G≅θ2,2,2 或θ3,2,1 或 H1 或 H2 或 H3,如图4所示。并

且St(θ2,2,2)=St(θ3,2,1)=12,St(H1)=22,St(H2)=16,St(H3)=20,所以当n=5时,St(G)≥12,当且仅当

G≅θ3,2,1 或θ2,2,2 时等号成立。
下面证明n≥6的双圈图的total

 

Mostar指标的下界。
引理7 设n≥6,如果n 为奇数,则St(θn-3,2,2)=3n-3;如果n 为偶数,则St(θn-3,2,2)=3n-4。

证明 若n 为奇数,则与Pa,Pb 和Pc 的中点关联的6条边有φ
~(e)=2,对于θn-3,2,2 上的其他边有φ

~(e)=3,
所以有:

St(θn-3,2,2)=2×6+3×(n-5)=3n-3。
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若n 为偶数,则Pb 和Pc 上的边有φ
~(e)=2,Pa 的中心边有φ

~(e)=0,对于Pa 上的其他边有φ
~(e)=3,所

以有:

St(θn-3,2,2)=2×4+3×(n-4)=3n-4。 证毕

根据引理7,当n≥6时,有St(θn-3,2,2)≤3n-3。因此,接下来需要证明,对于除θn-3,2,2 外的双圈图G,均有

St(G)>St(θn-3,2,2),即St(G)>3n-3。
对于图G 中的路P∶=u0u1u2u3…ur,如果u0 与ur 中一个顶点的度为1,另一个顶点的度不小于3,P 上其

余顶点的度都为2,则称P 是图G 的一条悬挂路。

a θ2,2,1 b θ2,2,2 c θ3,2,1

d H1 e H2 f H3

图4 图θ2,2,1,θ2,2,2,θ3,2,1,H1,H2,H3 中每条边对total
 

Mostar指标的贡献

Fig.4 Contribution
 

of
 

each
 

edge
 

to
 

the
 

total
 

Mostar
 

index
 

in
 

graphs
 

θ2,2,1,θ2,2,2,θ3,2,1,H1,H2,H3

引理8 设G∈􀳭n(n≥6),若G 至少包含2条悬挂路或1条n≥3的悬挂路,则St(G)>St(θn-3,2,2)。

证明 假设G'是不包含悬挂边的双圈图。根据式(3),G 中的悬挂边有φ
~
G(e)=2n-2。若G 至少包含2

条悬挂路,则St(G)≥2(2n-2)>3n-3。若G 包含1条n≥3的悬挂路,则根据式(2)知,与悬挂边相邻的边有

φ
~
G(e)=2n-6,所以St(G)≥2n-6+2n-2=4n-8>3n-3。

综上所述,St(G)>3n-3>St(θn-3,2,2)。 证毕

定理3 若G∈􀳭1n(n≥6),则St(G)>St(θn-3,2,2)。
证明 如果G 至少包含2条悬挂路或1条n≥3的悬挂路,根据引理8,St(G)>St(θn-3,2,2)。如果G≅G'

或G≅G'∪{e},其中G'是不包含悬挂边的双圈图。令Ca 和Cb 表示G'中的2个圈,t为连接Ca 和Cb 的路径的

长度,记为Pu1-u2
,其中u1 和u2 分别在圈Ca 和Cb 中,如果t=0,则u1=u2。令e1 和e2 是与u1 关联的Ca 中

的边,f1 和f2 是与u2 关联的Cb 中的边。为了证明结论成立,分为以下3种情形进行讨论。

情形1,若G≅G',则n=a+b+t-1,并且φ
~
G(e1)=φ

~
G(e2)=2b+2t-1,φ

~
G(f1)=φ

~
G(f2)=2a+2t-1。

则:

St(G)≥φ
~
G(e1)+φ

~
G(e2)+φ

~
G(f1)+φ

~
G(f2)=

4b+4t+4a+4t-4=4n+4t。
情形2,若G≅G'∪{e},悬挂边附加在路Pu1-u2

的某一个顶点上,则n=a+b+t,且φ
~
G(e1)=φ

~
G(e2)=

2b+2t+1,φ
~
G(f1)=φ

~
G(f2)=2a+2t+1。则:

St(G)≥φ
~
G(e1)+φ

~
G(e2)+φ

~
G(f1)+φ

~
G(f2)=

4b+4t+4a+4t+4=4n+4t+4。
情形3,若G≅G'∪{e},根据对称性,不妨假设悬挂边附加在Ca 上,则n=a+b+t,并且φ

~
G(e1)≥2b+

2t-3,φ
~
G(e2)≥2b+2t-3,φ

~
G(f1)=φ

~
G(f2)=2a+2t+1。则:

St(G)≥φ
~
G(e1)+φ

~
G(e2)+φ

~
G(f1)+φ

~
G(f2)≥2(2b+2t-3)+2(2a+2t+1)=

4(a+b+t)b+4t-4=4n+4t-4。
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综上所述,St(G)≥4n+4t-4。根据t≥0,n≥6,有St(G)≥4n+4t-4≥4n-4>3n-3。 证毕

定理4 设G∈􀳭2n(n≥6),则St(G)>St(θn-3,2,2)。
证明 如果G 至少包含2条悬挂路或1条n≥3的悬挂路,根据引理8,St(G)>St(θn-3,2,2)。如果G≅

θa,b,c 或G≅θa,b,c∪{e},令e1=xx1,e2=xx2,e3=xx3 分别是θa,b,c 中与x 关联的3条边,f1,f2,f3 分别是

θa,b,c 中与y 关联的3条边,其中,{e1,f1}∈E(Pa),{e2,f2}∈E(Pb),{e3,f3}∈E(Pc)。

令φ
~[φ

~(e1),φ
~(e2),φ

~(e3)]是e1,e2,e3 这3条边在θa,b,c 中的贡献,根据θa,b,c 的对称性,f1,f2,f3 与e1,

e2,e3 的贡献相同。下面对e1,e2,e3 在θa,b,c 中的贡献进行讨论。

1)
 

对于e1=xx1,在路Pa∪Pc 上距离x 近的点和边的个数等于距离x1 近的点和边的个数。如果a=b≤

c+1,则在路Pb 上的边f2 距离x 和x1 一样近,在Pb 上剩余的点和边都距离x 近,所以φ
~(e1)=2b-2。其余

情况即a≥c+2或a=c+1,b=c则在Pb 上的点和边都距离x 近,所以φ
~(e1)=2b-1。

2)
 

对于e2=xx2,在路Pb∪Pc 上距离x 近的点和边的个数等于距离x2 近的点和边的个数。

i)
 

如果a≥b≥c+2,则在路Pa 上的点和边都距离x 近,所以φ
~(e2)=2a-1。

ii)
 

如果a≥b=c+1,令zl∈V(Pa)∩T0(e2)是距离e2 最远的顶点,其中l表示在Pa 上从y 到zl 的路径

的长度。若zlzl+1∉T0(e),则c+l=a-l,l=
a-c
2
,所以距离x 近的点和边的个数为2(a-l)-1=a+c-1,

在路Pa 上剩余的点和边距离x 和x2 一样近,所以φ
~(e2)=a+c-1。同理,若zlzl+1∈T0(e),则c+l=a-l-1,

所以有:

φ
~(e2)=2(a-l-1)=a+c-1。

iii)
 

如果a≥b=c,若a+b是偶数,则在路Pa 上距离x 近的点和边的个数为2a+b-2
2  =a+b-2,在路

Pa 上距离x2 近的点和边的个数为a-b,所以φ
~(e2)=2b-2。同理,若a+b是奇数,则有φ

~(e2)=2b-2。

3)
 

对于e3=xx3,在路Pa∪Pc 上距离x 近的点和边的个数等于距离x3 近的点和边的个数。如果b+c是

偶数,则在路Pb 上距离x 近的点和边的个数为2b+c-2
2  =b+c-2,在路Pb 上距离x3 近的点和边的个数为

(2b-1-1)-(b+c-2)=b-c,所以φ
~(e3)=2c-2。同理,如果b+c是奇数,φ

~(e3)=2c-2。
接下来的计算中将用到以下事实:如果G 是通过在θa,b,c 上附加1条边构成的图,且对于任意的边e∈

E(θa,b,c),对St(θa,b,c)的贡献为φ
~(e),则边e对St(G)的贡献至少为φ

~(e)-2。为了证明结论成立,分为以下

4种情形讨论。
情形1,b≥c+2,a≥b,则在θa,b,c 中有φ

~[2b-1,2a-1,2c-2]。若G≅θa,b,c∪{e},则n=a+b+c。当

c=1时,显然在Pc 上只有一条边e=xy,并且φ
~
G(xy)≥0,考虑在Pa 和Pb 上与x 和y 关联的4条边和悬挂边

的贡献有:

St(G)≥2(2b-3+2a-3)+2n-2=4a+4b+2n-14=6n-18,
根据n≥6有:(6n-18)-(3n-3)=3n-15>0,即St(G)>3n-3。

当c≥2时,n≥3c+4≥10,考虑与x 和y 关联的6条边和悬挂边的贡献有:

St(G)≥2(2b-3+2a-3+2c-4)+2n-2=4(a+b+c)+2n-22=6n-22,
根据n≥10有:6n-22>3n-3。

若G≅θa,b,c,则n=a+b+c-1。当c=1时,φ
~
G(xy)=0。考虑与x 和y 关联的5条边的贡献有:

St(G)≥2(2b-1+2a-1)=4n-4,
当c≥2时,考虑与x 和y 关联的6条边的贡献有:

St(G)≥2(2b-1+2a-1+2c-2)=4(a+b+c)-8=4n-4,
根据n≥6有:4n-4>3n-3。

情形2,b=c+1,a≥b+1,则在θa,b,c 中φ
~[2b-1,a+c-1,2c-2],若G≅θa,b,c∪{e},则n=a+b+c。若

c≥2,考虑与x 和y 关联的6条边和悬挂边的贡献有:

St(G)≥2(2b-3)+2(a+c-3)+2(2c-4)+2n-2=4n+6c-20≥4n-8,
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根据n≥6有:4n-8>3n-3。
若c=1,则b=2,a=n-3≥3,根据θn-3,2,1 的对称性,分为以下3种情形讨论。

i)
 

如果悬挂边与x 关联,则φ
~
G(e1)=5,φ

~
G(e2)=n-1,考虑e1,e2 和悬挂边的贡献有:

St(G)≥5+n-1+2n-2=3n+2>3n-3;

ii)
 

如果悬挂边与x2 关联,则φ
~
G(e1)=5,φ

~
G(e2)=n-5,考虑e1,e2 和悬挂边的贡献有:

St(G)≥5+n-5+2n-2=3n-2>3n-3;

iii)
 

如果悬挂边与u∈V(Pa)\{x,y}关联,其中u 距离x 不比距离y 远,则φ
~
G(e1)=1,φ

~
G(e2)=n-1,考虑

e1,e2 和悬挂边的贡献有:

St(G)≥1+n-1+2n-2=3n-2>3n-3。

若G≅θa,b,c,则n=a+b+c-1。如果c≥2,则n≥3c+2≥8,根据引理6,在G 上使得φ
~
G(e)=0的边至多

有3条,所以除了与x 和y 关联的6条边和使得φ
~
G(e)=0的边外,其他的边满足φ

~
G(e)≥2。考虑图G 所有边

的贡献有:

St(G)≥2(2b-1)+2(a+c-1)+2(2c-2)+2(n+1-6-3)=4n+6c-20≥4n-8,
根据n≥8有:4n-8>3n-3。

如果c=1,则b=2,a=n-2,即G≅θn-2,2,1,有:

St(θn-2,2,1)=
5n-13,n 为奇数;

5n-12,n 为偶数。 
 

因此,根据n≥6有St(θn-2,2,1)≥5n-13>3n-3。

情形3,b≤c+1,a=b,则在θa,a,c 中有φ
~[2a-2,2a-2,2c-2]。若G≅θa,a,c∪{e},则n=2a+c。当c=1

时,n≤3c+2=5,与n≥6矛盾。当c≥2时,考虑与x 和y 关联的6条边及悬挂边的贡献有:

St(G)≥4(2a-4)+2(2c-4)+2n-2=8a+4c+2n-26=6n-26。
当n≥8时,6n-26>3n-3。显然n≠7(否则,如果n=2a+c=7,则有a=b=3,c=1与b≤c+1矛盾)。当

n=6时,G≅H4 或 H5,如图5所示,并且3n-3=15。通过计算得到St(H4)=22>15,St(H5)=26>15。因

此,当n≥6时,St(G)>3n-3。

a H4 b H5

图5 图H4 和H5 中每条边对total
 

Mostar指标的贡献

Fig.5 Contribution
 

of
 

each
 

edge
 

to
 

the
 

total
 

Mostar
 

index
 

in
 

graphs
 

H4
 and

 

H5

若G≅θa,a,c,则有n=2a+c-1。当c=1时,则有n≤2c+2=4,与n≥6矛盾。当c≥2时,考虑与x 和y
关联的6条边和悬挂边的贡献有:

St(G)≥4(2a-2)+2(2c-2)=8a+4c-12=4n-8,
根据n≥6有:4n-8>3n-3。

情形4,b=c,a≥b+1,则在θa,b,b 中有φ
~[2b-1,2b-2,2b-2]。根据b=c且G 是简单图知b≥2。若G≅

θa,b,b∪{e},则有n=a+2b≥3b+1。如果b≥4,则有n≥13。根据引理6,在θa,b,b 中满足φ
~
G(e)=0和φ

~
G(e)=

2的边的总数至多为6,所以在G 中满足φ
~
G(e)=0的边的总数至多为6。因此,在G 中除了悬挂边和与x,y 关

联的边及满足φ
~
G(e)=0的边外,其他的边有φ

~
G(e)≥1。考虑G 的所有边的贡献有:

St(G)≥2(2b-3)+4(2b-4)+2n-2+(n+1-13)=3n+12b-36≥3n+12>3n-3。

如果b=3,则有G≅θn-6,3,3∪{e},并且有n≥10。显然在G 中有φ
~
G(e1)≥3,φ

~
G(e2)≥2,φ

~
G(e3)≥2。根据

引理6,在θn-6,3,3 中满足φ
~
G(e)=0和φ

~
G(e)=2的边的总数至多为4,所以在G 中满足φ

~
G(e)=0的边的总数至
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多为4。因此,在G 中除了悬挂边和与x 关联的边及满足φ
~
G(e)=0的边外,其他的边有φ

~
G(e)≥1。考虑G 所

有边的贡献有:

St(G)≥3+2+2+2n-2+(n+1-8)=3n-2>3n-3。
如果b=2,则有c=2,a=n-4,根据θn-4,2,2 的对称性,分为以下3种情形讨论。

i)
 

如果悬挂边与x 关联,则有φ
~
G(e1)=5,φ

~
G(e2)=4,φ

~
G(e3)=4,所以在G 中至多有4条使得φ

~
G(e)=0

的边,剩余的边有φ
~
G(e)≥1。考虑G 的所有边的贡献有:

St(G)≥5+4+4+2n-2+(n+1-8)=3n+4>3n-3。

ii)
 

如果悬挂边与x2 关联,则有φ
~
G(e1)=5,φ

~
G(e2)=0,φ

~
G(e3)=4,所以在G 中至多有5条使得φ

~
G(e)=0

的边,剩余的边有φ
~
G(e)≥1。考虑G 的所有边的贡献有:

St(G)≥5+4+2n-2+(n+1-8)=3n>3n-3。

iii)
 

如果悬挂边与u∈V(Pa\{x,y})关联,其中u 离x 不比离y 远,则有φ
~
G(e1)=1,φ

~
G(e2)=4,φ

~
G(e3)=4,

所以在G 中至多有4条使得φ
~
G(e)=0的边,剩余的边有φ

~
G(e)≥1。考虑G 的所有边的贡献有:

St(G)≥1+4+4+2n-2+(n+1-8)=3n>3n-3。

若G≅θa,b,b,则n=a+2b-1≥3b。如果b≥4,则有n≥12,根据引理6,在G 中满足φ
~
G(e)=0和φ

~
G(e)=2

的边的总数至多为6,对于G 中除了满足φ
~
G(e)=0,φ

~
G(e)=2的边以及与x 和y 关联的边外,其他的边有

φ
~
G(e)≥3,所以有:

St(G)≥2(2b-1)+4(2b-2)+3(n+1-12)=3n+12b-43≥3n+5>3n-3。

如果b=3,则在G 中有φ
~[5,4,4]。根据引理6,在G 中满足φ

~
G(e)=0和φ

~
G(e)=2的边的总数至多为4,

对于G 中除了满足φ
~
G(e)=0,φ

~
G(e)=2的边以及与x 和y 关联的边外,其他的边有φ

~
G(e)≥3,所以有:

St(G)≥5×2+4×4+3(n+1-6-4)=3n-1>3n-3。
当b=2时,即G≅θn-3,2,2,如图1d所示,结论得证。 证毕

最后,定理1可由定理3和定理4证明。

3 定理2的证明

定理5 设G∈􀳭1n(n≥10),则St(G)≤2n2-42,当且仅当G≅Gn(4,4)时等号成立,如图1e所示。
证明 因为G∈􀳭2n,所以G 是k=2的n 阶仙人掌图,根据引理5有:

St(G)≤2n2+3nk-6n-25k+k2+4=2n2-42,
当且仅当G≅Gn(4,4)时等号成立,如图1e所示。 证毕

定理6 设G∈􀳭2n(n≥10),则St(G)<2n2-42。
证明 因为G∈􀳭2n,所以G 中包含与θa,b,c 同构的子图。假设G 是具有最大total

 

Mostar指标的双圈图,根

据引理4,G 中的割边都是悬挂边,并且对于双圈图中的悬挂边有φ
~
G(e)=2n-2。为了证明结论成立,分为以下

5种情形讨论。
情形1,a+c≥5,b≥2。
对于e∈E(Pa)∪E(Pc),有φ

~(e)≤2n+1-2(a+c);对于e∈E(Pb),有φ
~(e)≤2n+1-2(b+c)。因此

得到:

St(G)≤(a+c)[2n+1-2(a+c)]+b[2n+1-2(b+c)]+[n+1-(a+b+c)](2n-2)=
2n2-[2(a+c)2-3(a+c)+2b2-3b+2bc+2]≤2n2-43<2n2-42。

情形2,a=3,b=3,c=1,则G≅θ3,3,1。

显然,除了e=xy 以外,与x,y 关联的边有φ
~(e)≤2n-7,在θ3,3,1 中其他的边有φ

~(e)≤2n-12。因此有:

St(G)≤4(2n-7)+3(2n-12)+(n-6)(2n-2)=2n2-52<2n2-42。
情形3,a=3,b=2,c=1,则G≅θ3,2,1。

假设x1,x2,x3,x4,x5 为如图6a所示的θ3,2,1 的5个顶点,li 为xi 上悬挂边的数量,其中li≥0,显然∑
5

i=1
li=
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n-5。 当θ3,2,1 中至少有2个顶点同时悬挂边时,根据θ3,2,1 的对称性,又可分为以下6种情形讨论。

a θ3,2,1 b θ2,2,2 c θ2,2,1

图6 θ3,2,1,θ2,2,2,θ2,2,1

Fig.6 θ3,2,1,θ2,2,2,θ2,2,1

当l1≥1,l2≥1时,有:

φ
~
G(x1x2)≤2n-14,φ

~
G(x3x4)≤2n-14,φ

~
G(x1x3)≤2n-7,

φ
~
G(x2x4)≤2n-7,φ

~
G(x1x5)≤2n-9,φ

~
G(x2x5)≤2n-9。

考虑所有边的贡献有:

St(G)≤2(2n-7)+2(2n-9)+2(2n-14)+(n-5)(2n-2)=2n2-50<2n2-42。
当l1≥1,l3≥1时,有:

φ
~
G(x1x2)≤2n-10,φ

~
G(x3x4)≤2n-10,φ

~
G(x1x3)≤2n-11,

φ
~
G(x2x4)≤2n-11,φ

~
G(x1x5)≤2n-7,φ

~
G(x2x5)≤2n-11。

考虑所有边的贡献有:

St(G)≤2n-7+2(2n-10)+3(2n-11)+(n-5)(2n-2)=2n2-50<2n2-42。
当l1≥1,l4≥1时,有:

φ
~
G(x1x2)≤2n-14,φ

~
G(x3x4)≤2n-14,φ

~
G(x1x3)≤2n-11,

φ
~
G(x2x4)≤2n-11,φ

~
G(x1x5)≤2n-9,φ

~
G(x2x5)≤2n-9。

考虑所有边的贡献有:

St(G)≤2(2n-9)+2(2n-11)+2(2n-14)+(n-5)(2n-2)=2n2-58<2n2-42。
当l1≥1,l5≥1时,有:

φ
~
G(x1x2)≤2n-12,φ

~
G(x3x4)≤2n-12,φ

~
G(x1x3)≤2n-7,

φ
~
G(x2x4)≤2n-7,φ

~
G(x1x5)≤2n-11,φ

~
G(x2x5)≤2n-13。

考虑所有边的贡献有:

St(G)≤2(2n-7)+2n-11+2(2n-12)+2n-13+(n-5)(2n-2)=2n2-52<2n2-42。
当l3≥1,l4≥1时,有:

φ
~
G(x1x2)≤2n-14,φ

~
G(x3x4)≤2n-14,φ

~
G(x1x3)≤2n-13,

φ
~
G(x2x4)≤2n-13,φ

~
G(x1x5)≤2n-9,φ

~
G(x2x5)≤2n-9。

考虑所有边的贡献有:

St(G)≤2(2n-9)+2(2n-13)+2(2n-14)+(n-5)(2n-2)=2n2-62<2n2-42。
当l3≥1,l5≥1时,有:

φ
~
G(x1x2)≤2n-12,φ

~
G(x3x4)≤2n-12,φ

~
G(x1x3)≤2n-11,

φ
~
G(x2x4)≤2n-11,φ

~
G(x1x5)≤2n-11,φ

~
G(x2x5)≤2n-13。

考虑所有边的贡献有:

St(G)≤3(2n-11)+2(2n-12)+2n-13+(n-5)(2n-2)=2n2-60<2n2-42。
当所有的悬挂边都附加在θ3,2,1 的同一个顶点时,根据θ3,2,1 的对称性有,G≅H6 或H7 或H8,如图7所示,

经计算,当n≥10时,有:

St(H6)=2n2-2n-28<2n2-42,St(H7)=2n2-2n-40<2n2-42,

St(H8)=2n2-4n-30<2n2-42。
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a H6 b H7 c H8

图7 H6,H7,H8

Fig.7 H6,H7,H8

综上所述,当n≥10时,St(G)<2n2-42。
情形4,a=2,b=2,c=2,则G≅θ2,2,2。
假设x1,x2,x3,x4,x5 为如图6b所示的θ2,2,2 的5个顶点,li 为xi 上悬挂边的数量,其中li≥0,显然

∑
5

i=1
li=n-5。 当θ2,2,2 中至少有2个顶点同时悬挂边时,根据θ2,2,2 的对称性,又可分为以下3种情形讨论。

当l1≥1,l2≥1时,对e∈E(θ2,2,2)有φ
~
G(e)≤2n-12,考虑所有边的贡献有:

St(G)≤6(2n-12)+(n-5)(2n-2)=2n2-62<2n2-42。
当l1≥1,l3≥1时,有:

φ
~
G(x1x3)≤2n-12,φ

~
G(x2x4)≤2n-12,φ

~
G(x2x5)≤2n-12,

φ
~
G(x2x3)≤2n-12,φ

~
G(x1x4)≤2n-8,φ

~
G(x1x5)≤2n-8。

考虑所有边的贡献有:
St(G)≤2(2n-8)+4(2n-12)+(n-5)(2n-2)=2n2-54<2n2-42。

当l3≥1,l4≥1时,有:

φ
~
G(x1x3)≤2n-12,φ

~
G(x1x4)≤2n-12,φ

~
G(x2x3)≤2n-12,

φ
~
G(x2x4)≤2n-12,φ

~
G(x1x5)≤2n-8,φ

~
G(x2x5)≤2n-8。

考虑所有边的贡献有:
St(G)≤2(2n-8)+4(2n-12)+(n-5)(2n-2)=2n2-54<2n2-42。

当所有的悬挂边都附加在θ2,2,2 的同一个顶点上,根据θ2,2,2 的对称性,有G≅H9 或 H10,如图8a、8b所示,
经计算有:

St(H9)=2n2-50<2n2-42,St(H10)=2n2-46<2n2-42。

a H9 b H10

c H11 d H12

图8 H9,H10,H11,H12

Fig.8 H9,H10,H11,H12
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综上所述,当n≥10时,St(G)<2n2-42。
情形5,a=2,b=2,c=1,则G≅θ2,2,1。

假设x1,x2,x3,x4 为如图6c所示的θ2,2,1 的4个顶点,li 为xi 上悬挂边的数量,其中li≥0,显然∑
5

i=1
li =

n-4。 当θ2,2,1 中至少有3个顶点同时悬挂边时,根据θ2,2,1 的对称性,又可分为以下2种情形讨论。
当l1≥1,l2≥1,l3≥1时,有:

φ
~
G(x1x2)≤2n-14,φ

~
G(x1x3)≤2n-12,φ

~
G(x2x3)≤2n-12,

φ
~
G(x1x4)≤2n-8,φ

~
G(x2x4)≤2n-8。

考虑所有边的贡献有:

St(G)≤2(2n-8)+2(2n-12)+2n-14+(n-4)(2n-2)=2n2-46<2n2-42。
当l1≥1,l3≥1,l4≥1时,有:

φ
~
G(x1x2)≤2n-12,φ

~
G(x2x3)≤2n-12,φ

~
G(x2x4)≤2n-12,

φ
~
G(x1x3)≤2n-10,φ

~
G(x1x4)≤2n-10。

考虑所有边的贡献有:

St(G)≤2(2n-10)+3(2n-12)+(n-4)(2n-2)=2n2-48<2n2-42。
当θ2,2,1 中有且只有2个顶点同时悬挂边时,又可分为以下2种情形讨论。

当l1≥1,l2≥1,l3=l4=0,φ
~
G(x1x2)=2l1-l2 ,显然l1l2>0,根据三角不等式有:

2l1-l2 <2(l1+l2),φ
~
G(x1x3)=φ

~
G(x1x4)=2l1+2,φ

~
G(x2x3)=φ

~
G(x2x4)=2l2+2。

显然l1+l2=n-4,考虑所有边的贡献,根据n≥10有:

St(G)<2(l1+l2)+2(2l1+2)+2(2l2+2)+(n-4)(2n-2)=
2n2-10n+16+6(l1+l2)=2n2-10n+16+6(n-4)=2n2-4n-8<2n2-42。

当l1≥1,l3≥1,l2=l4=0时,有φ
~
G(x1x2)=2l1,φ

~
G(x1x3)= 2l1+2-2l3 ,显然(2l1+2)×2l3>0,根据

三角不等式有:

2l1+2-2l3 <2(l1+l3)+2,φ
~
G(x1x4)=2(l1+l3)+2,

φ
~
G(x2x3)=2l3-2,φ

~
G(x2x4)=2l3+2。

显然,l1+l3=n-4,根据n≥10有n-l3=l1+4≥5,考虑所有边的贡献有:

St(G)<2l1+2×[2(l1+l3)+2]+2l3-2+2l3+2+(n-4)(2n-2)=
2n2-10n+12+6(l1+l3)+2l3=2n2-10n+12+6(n-4)+2l3=

2n2-2n-12-2(n-l3)≤2n2-2n-22,
根据n≥10有2n2-2n-22≤2n2-42,所以St(G)<2n2-42。

当l3≥1,l4≥1,l1=l2=0时,有:

φ
~
G(x1x2)=0,φ

~
G(x1x3)≤2n-10,φ

~
G(x1x4)≤2n-10,

φ
~
G(x2x3)≤2n-10,φ

~
G(x2x4)≤2n-10。

考虑所有边的贡献有:

St(G)≤4(2n-10)+(n-4)(2n-2)=2n2-2n-32<2n2-42。
当所有的悬挂边都附加在θ2,2,1 的同一个顶点上时,根据θ2,2,1 的对称性,有G≅H11 或G≅H12,如图8c、8d

所示,经计算,当n≥10时,有:

St(H11)=2n2-4n-8<2n2-42,St(H12)=2n2-2n-24<2n2-42。
综上所述,当n≥10时,St(G)<2n2-42。因此,􀳭2n 中的双圈图的total

 

Mostar指标都比Gn(4,4)小。
证毕

最后,定理2可由定理5和定理6证明。
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Lanzhou
 

730070,
 

China)

Abstract:
 

Let
 

G
 

be
 

a
 

connected
 

graph
 

with
 

vertex
 

set
 

V(G)
 

and
 

edge
 

set
 

E(G).
 

The
 

total
 

Mostar
 

index
 

of
 

a
 

graph
 

G
 

is
 

defined
 

as:
 

St(G)= ∑
e=uv∈E(G)

tu(e)-tv(e) ,where
 

tu(e)
 

denotes
 

the
 

number
 

of
 

vertices
 

and
 

edges
 

closer
 

to
 

u
 

than
 

to
 

v
 

for
 

an
 

edge
 

uv
 

in
 

G,

and
 

tv(e)
 

denotes
 

the
 

number
 

of
 

vertices
 

and
 

edges
 

closer
 

to
 

v
 

than
 

to
 

u
 

for
 

an
 

edge
 

uv
 

in
 

G.
 

To
 

determine
 

the
 

extremal
 

values
 

and
 

extremal
 

graphs
 

of
 

the
 

total
 

Mostar
 

index
 

for
 

bicyclic
 

graphs
 

of
 

order
 

n,
 

based
 

on
 

whether
 

the
 

cycles
 

share
 

a
 

common
 

edge,
 

bicyclic
 

graphs
 

are
 

divided
 

into
 

two
 

categories,and
 

it
 

proves
 

that
 

the
 

total
 

Mostar
 

index
 

of
 

each
 

category
 

is
 

greater
 

than
 

or
 

equal
 

to
 

that
 

of
 

the
 

extremal
 

graphs.
 

The
 

extremal
 

values
 

of
 

the
 

total
 

Mostar
 

index
 

for
 

bicyclic
 

graphs
 

of
 

order
 

n
 

are
 

obtained.
 

Thereby
 

it
 

extends
 

the
 

theoretical
 

framework
 

of
 

the
 

total
 

Mostar
 

index.
Keywords:

 

bicyclic
 

graph;
 

total
 

Mostar
 

index;
 

extremal
 

graph
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