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摘要:为了得到一种高效求解Signorini问题的数值方法,结合无网格方法,利用投影迭代法处理Signorini边界条件,并采

用无单元Galerkin法进行离散。分析了该方法的收敛性,并通过数值实例验证了有效性和收敛阶。该方法有效结合了无

网格技术与投影迭代的优势,为求解Signorini问题提供了一种可靠的新途径。
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Signorini问题用于描述弹性体与刚性体无摩擦之间的相互作用,常应用于物理、工程、生物学等方面,例如

水坝渗流问题[1]等,当问题包含复杂的地形、孔洞等情况时,非线性条件极为突出,不利于求解。有限元方法[2]、
有限体积元(finite

 

volume
 

element,FVE)方法[3]等常被用于求解Signorini问题。Signorini问题的边界条件可

以视为互补问题,而投影迭代方法能够将Signorini问题的不等式边界转化为线性条件。目前对投影迭代方法的

研究,特别是结合有限差分法[4]、边界元方法[5]的投影迭代方法被用于求解Signorini问题,并取得了不错的数值

效果。传统方法的求解精度依赖于网格划分,具有一定局限,因此不依赖网格划分的无网格方法在近些年来得

到了快速发展。通过与边界处理方法结合,如基本解法[6]等无网格方法已被用于求解Signorini问题并取得了较

好的效果,但这些方法的求解需要方程的基本解,因此适用范围有限。
无单元Galerkin(element-free

 

Galerkin,EFG)方法是一种典型的Galerkin弱式无网格方法[7],首先利用移

动最小二乘近似(moving
 

least-square
 

approximation,MLSA)构建问题的近似解[8-9],然后通过变分公式构建代

数系统,最后通过求解代数系统获得近似解。但由于 MLSA基函数缺乏插值性质,这使得求解问题的Dirichlet
边界条件难以施加。为了解决这一问题,罚函数法[10]、Lagrange乘子法[11]、Nitsche法[12]等边界条件施加手段

又被开发出来,但这些方法存在一些问题,如罚函数法虽然计算量相对较小,但精度依赖罚因子的取值;
Lagrange乘子法引入了新的变量,增加了计算的复杂度;Nitsche法没有引入新变量,并且保证了精度不受罚因

子的影响,但计算量相比罚函数法更大。
本文提出了一种运用Nitsche技术的EFG方法用于求解Signorini问题。第2节讨论了投影迭代方法处理

Signorini边界问题中非线性边界条件的过程。第3节中通过Nitsche方法施加Dirichlet边界条件,并通过EFG
方法离散代数系统。EFG离散的相应误差分析在第4节中给出。最后通过几个数值模拟验证了方法的有效性

和收敛性。

1 非线性边界处理

考虑如下Signorini问题:
-div(A㸸u(x))+b(x)u(x)=f(x),

 

x=(x1,x2,…,xn)T∈Ω;

u(x)=u(x),
 

x∈ΓD;

A㸸u(x)·n(x)+σ(x)u(x)=q(x),
 

x∈ΓR;

u(x)≤φ(x),A㸸u(x)·n(x)≤φ(x);
(u(x)-φ(x))(A㸸u(x)·n(x)-φ(x))=0,

 

x∈ΓS。
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其中:Ω⊂Rn 为有界域,Γ=ΓD∪ΓR∪ΓS 为Lipchitz边界,u∈H1(Ω)为未知函数,A=(aij)n×n 满足aij=aji∈
L2(Ω),f(x)∈L2(Ω),b(x)∈L∞(Ω),u(x)∈L2(ΓD),q(x)∈L2(ΓD),σ(x)∈L∞(ΓR),φ(x)∈L2(ΓS),

φ(x)∈L2(ΓS)均为关于x 的已知函数,n(x)为单位外法向量。为了便于后续分析,给出如下假设。
假设1[13] 假设σ*=inf

x∈ΓR

{σ(x)}≥0,存在a*>0,满足 A ∞≥a*≥0,使得:

∑
n

i,j=1
aijξiξj ≥a*∑

n

i=1
ξi

2,∀(ξ1,ξ2,…,ξn)T,a*≤b(x),∀x∈Ω。 (2)

为了处理Signorini边界上的不等式约束,引入投影算子[κ]-
[5-6,13]:

[κ]-=min{κ,0},[κ]-=
κ=A㸸u(x)·n(x)-φ(x)-γ(u(x)-φ(x)),κ<0;

0,其他情况。 
其中:γ 为任意正常数。

从而问题(1)中的Signorini边界条件可以等价于如下方程[5-6,13]:

A㸸u(x)·n(x)-φ(x)=[κ]-。 (3)
由于上述给出的投影算子[κ]-是非线性的,因此为了求解问题(3)给出如下显式迭代格式:

A㸸u(k)(x)·n(x)=φ(x)+A㸸u(k-1)(x)·n(x)-φ(x)-γ(uk(x)-φ(x)), (4)
其中:k代表第k次迭代。u(0)(x)通过如下方程获得:

-div(A㸸u(0)(x))+b(x)u(0)(x)=f(x),x=(x1,x2,…,xn)T∈Ω;

u(0)(x)=u(x),x∈ΓD;

A㸸u(0)(x)·n(x)+σ(x)u(0)(x)=q(x),x∈ΓR;

A㸸u(0)(x)·n(x)=φ(x),x∈ΓS。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

 

由式(4),问题(1)可以近似为:

-div(A㸸u(k)(x))+b(k)(x)u(x)=f(x),x∈Ω;

u(k)(x)=u(x),x∈ΓD;

A㸸u(k)(x)·n(x)+σ(x)u(k)(x)=q(x),x∈ΓR;

A㸸u(k)(x)·n(x)=φ(x),x∈Γ
(k)
SN;

A㸸u(k)(x)·n(x)+γu(k)(x)=A㸸u(k-1)(x)·n(x)+γφ(x),x∈Γ
(k)
SR。
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2 EFG离散

本节将详细推导Nitsche方法用于施加Dirichlet边界条件的过程,以及EFG方法用于求解问题(5)的计算

过程。

2.1 变分格式及Dirichlet边界条件的施加

问题(5)对应的变分问题为,找到u∈H2(Ω)使得:

-∫Ω
div(Au(k))vdΩ+∫Ω

bu(k)vdΩ=∫Ω
fvdΩ,

 

∀v∈H2(Ω)。 (6)

从而,根据式(6)并应用Gauss公式可以得到:

∫Ω
A㸸u(k)·㸸vdΩ-∫Γ

A㸸u(k)·nvdΓ+∫Ω
bu(k)vdΩ=∫Ω

fvdΩ, (7)

由于在 MLSA缺乏插值性质,因此采用Nitsche方法[12]施加式(7)中的Dirichlet边界条件有:

∫Γ
A㸸u(k)·nvdΓ=

∫ΓD
A㸸u(k)·nvdΓ+∫ΓR

A㸸u(k)·nvdΓ+∫Γ(k)SN
A㸸u(k)·nvdΓ+∫Γ(k)SR

A㸸u(k)·nvdΓ=

-∫ΓD

(αh-1u(k)v-u(k)A㸸v·n-A㸸u(k)·nv)dΓ-∫ΓR
σu(k)vdΓ+∫ΓD

u(αh-1v-A㸸v·n)dΓ+

∫ΓR
qvdΓ+∫Γ(k)SN

φvdΓ-∫Γ(k)SR
γu(k)vdΓ+∫Γ(k)SR

(A㸸u(k-1)·n+γφ)vdΓ, (8)

其中:α为Nitsche方法中的惩罚因子,特别的当ΓD=∅时,α=0。根据式(8),可将式(7)变为:
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 (u(k),v)=∫Ω
fvdΩ+∫ΓD

u(αh-1v-A㸸v·n)dΓ+∫ΓR
qvdΓ+

∫Γ(k)SN
φvdΓ+∫Γ(k)SR

[(A㸸u·n)(k-1)+γφ]vdΓ。 (9)

其中:双线性格式  (·,·)定义为:

 (u(k),v)=
△∫Ω

A㸸u(k)㸸vdΩ+∫Ω
bu(k)vdΩ+∫ΓR

σu(k)vdΓ+

∫ΓD

(αh-1u(k)v-u(k)A㸸v·n-A㸸u(k)·nv)dΓ+∫Γ(k)SR
γu(k)vdΓ。 (10)

2.2 EFG近似

为了得到EFG近似解,首先给出一些记号。
令{xi}Ni=1 为区域Ω∪Γ 上的N 个互异的节点,h=max

1≤i≤N
min

1≤j≤N,j≠i
xi-xj 为节点间距。{Φi}Ni=1 为 MLSA

形函数,它的形式为[8-9]:

Φi(x)=
∑
m

j=1
pj(x)[A-1(x)B(x)]jl,i=Il∈Λ(x);

0,i≠Λ(x)。 
其中:1≤i≤N{pj(x)}mj=1 为基函数,p(x)=[p1(x),p2(x),…,pm(x)]T,Λ(x)为在x 影响域范围内的点的全

局坐标所构成的序号集,且:

A(x)= ∑
i∈Λ(x)

wi(x)p(xi)pT(xi),

B(x)=[wI1
(x)p(xI1

),wI2
(x)p(xI2

),…,wIl
(x)p(xIl

)],

其中:wi(x)为权函数。从而u(k)的 MLSA为:

u(k)(x)≈u(k)
h (x)=∑

N

i=1
Φi(x)u

(k)
i ,x∈Ω∪Γ,k=0,1,…。 (11)

其中:u(k)
i 为u(k)(xi)的近似值。

令Vh(Ω)=span{Φi,1≤i≤N}为无网格近似解空间,从而问题的近似变分问题为,寻找u(k)
h ∈Vh(Ω),

使得:

 (u(k)
h ,v)=∫Ω

 fvdΩ+∫ΓD
u(αh-1v-A㸸v·n)dΓ+∫ΓR

qvdΓ+

∫Γ(k)SN
φvdΓ+∫Γ(k)SR

[(A㸸u·n)(k-1)
h +γφ]vdΓ,∀v∈Vh(Ω)。 (12)

2.3 离散代数系统

根据式(11)和式(12)可以得到问题(9)的离散代数系统为:
(K+G+H(k))u(k)=L(k)u(k-1)f+αh-1b+g(k),k=1,2,…, (13)

其中:u(k)=[u(k)
1 ,u

(k)
2 ,…,u

(k)
N ]T,

K(i,j)=∫Ω
A㸸Φi 㸸ΦjdΩ+∫Ω

bΦiΦjdΩ, (14)

G(i,j)=∫ΓD

(αh-1ΦiΦj -ΦiA㸸Φj·n-A㸸Φi·nΦj)dΓ+∫ΓR
σΦiΦjdΓ, (15)

H(k)=γ∫Γ(k)SR
 

ΦiΦjdΓ, (16)

f(i)=∫Ω
 fΦidΩ+∫ΓR

qΦidΓ, (17)

b=∫ΓD
uΦidΓ, (18)

L(k)(i,j)=∫Γ(k)SR
 

A㸸Φi·nΦjdΓ, (19)

g(k)(i)=∫Γ(k)SN
 φΦidΓ+∫Γ(k)SR

 

γφΦidΓ。 (20)

001 重庆师范大学学报(自然科学版) https://cqnuj.cqnu.edu.cn           第43卷



对于u(0)=[u(0)
1 ,u

(0)
2 ,…,u

(0)
N ]T,可以通过如下代数系统求得:

(K+G)u(0)=f+αh-1b+g(0), (21)
其中:K,G,f,b的定义如式(14)、(15)、(17)和(18)所示。

g(0)(i)=∫ΓD
uA㸸Φi·ndΓ+∫ΓS

φΦidΓ。 (22)

2.4 算法过程

为了获得u(k)(x)的近似值u(k)
h (x),首先将ΓS 划分为M 个区域的并,即ΓS =∪

M

i=1
Γi,并有如下步骤。

算法1 第1步,先预先设立相对误差限ε(ε>0)、步长h 以及Nitsche惩罚参数α,并确定式(11)中的节点

{xi}Ni=1,再根据式(14)、(15)、(17)、(18)和(22)计算出K,G,f,b以及g(0);
第2步,令k=0,并根据式(21)计算得到u(0),并作为初值代入后续计算过程中,更新k=k+1,对xi∈Γi∈

ΓS,将u(k-1)
h (xi)代入下式中对ΓS 进行划分,若:

A㸸u(k-1)
h (xi)·n(xi)-φ(xi)-γ(u

(k-1)
h (xi)-φ(xi))>0

成立,则Γi∈Γ
(k)
SN,反之Γi∈Γ

(k)
SR;

第3步,由式(16)、(19)和(20)得到H(k),L(k)和g(k);
第4步,根据式(13)可以计算出u(k),将u(k)代入可以得到近似值u(k)

h (x),计算u(k)
h (x)和u(k-1)

h (x)在ΓS

上的相对误差:

e(u)=
∑

xi∈ΓS

(u(k)
h (xi)-u(k-1)

h (xi))2

∑
xi∈ΓS

(u(k)
h (xi))2

。

若e(u)>ε,则返回第4步重新计算。反之,输出Signorini问题的EFG解u(k)
h (x)。

3 误差分析

在 H1 范 数 下,Signorini问 题 的 解 析 解 u(x)与 问 题(12)求 出 的 EFG 解 u(k)
h (x)之 间 的 误 差 为

u(x)-u(k)
h (x)H1(Ω)

,可以写为:

u(x)-u(k)
h (x)H1(Ω)≤ u(x)-u(k)(x)H1(Ω)+ u(k)(x)-u(k)

h (x)H1(Ω)
,

其中:u(x)-u(k)(x)H1(Ω)
为迭代产生的误差,u(k)(x)-u(k)

h (x)H1(Ω)
为EFG方法产生的误差,因此误差可

以分为2个部分进行处理。
令 · α 为如下定义的范数:

v 2
α= v 2

H1(Ω)+h A㸸v·n 2
L2(ΓD)

+h-1 v 2
L2(ΓD)

+σ* v 2
L2(ΓR)

+γ v 2
L2(ΓSR)

。 (23)

假设2 存在一个与h 无关的正常数δ,使得如下逆不等式成立:

h A㸸v·n 2
L2(ΓD)

≤δ∫Ω
A㸸v·㸸vdΩ,∀v∈H2(Ω),

根据上式可以得到:

h A㸸v·n 2
L2(ΓD)

≤δ∫Ω
A㸸v·㸸vdΩ ≤δ A ∞ 㸸v 2

L2(Ω)
。 (24)

引理1 设α>
4δ A ∞

a*
,其中Ψ 满足假设2,则∀w,v∈H2(Ω)有:

 (w,v)≤C1(1+α)w α v α, (v,v)≥C2 v 2
α。 (25)

证明 根据式(10),并利用Cauchy-Schwarz不等式和式(23)可以得到:

 (w,v)=∫Ω
A㸸w 㸸vdΩ+∫Ω

bwvdΩ+∫ΓR
σwvdΓ+

∫ΓD

(αh-1wv-wA㸸v·n-A㸸w·nv)dΓ+∫Γ(k)SR
γwvdΓ≤

A ∞ 㸸w L2(Ω)
㸸v L2(Ω)+ b ∞ w L2(Ω)v L2(Ω)+ σ ∞ w L2(ΓR)

v L2(ΓR)
+

αh-1 w L2(ΓD)
v L2(ΓD)

+(h-1/2 w L2(ΓD)
)(h1/2 A㸸v·n L2(ΓD)

)+
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(h1/2 A㸸w·n L2(ΓD)
)(h-1/2 v L2(ΓD)

)+γ w L2(ΓSR)
v L2(ΓSR)

≤C1(1+α)w α v α,

因此,式(25)前半部分成立。
又根据式(10)有:

 (v,v)=∫Ω
A㸸v 㸸vdΩ+∫Ω

bvvdΩ+∫ΓR
σvvdΓ+

∫ΓD

(αh-1vv-vA㸸v·n-A㸸v·nv)dΓ+∫Γ(k)SR
γvvdΓ, (26)

利用Cauchy-Schwarz不等式和Young不等式有:

-2∫ΓD
v(A㸸v·n)dΓ≥-2v L2(ΓD)

A㸸v·n L2(ΓD)
≥

-C3h-1 v 2
L2(ΓD)

-
1
C3

h A㸸v·n 2
L2(ΓD)

, (27)

根据式(2)、(24)和(27),对式(26)有如下估计:
 (v,v)≥a* 㸸v 2

L2(Ω)+a* v 2
L2(Ω)+σ* 㸸v 2

L2(ΓR)
+αh-1 v 2

L2(ΓD)
-

C3h-1 v 2
L2(ΓD)

-
1
C3

h A㸸v·n 2
L2(ΓD)

+γ 㸸v 2
L2(Γ(k)SR )

≥

a*-
1
C3

δ A ∞  v 2
H1(Ω)+(α-C3)h-1 v 2

L2(ΓD)
+σ* 㸸v 2

L2(ΓR)
+γ 㸸v 2

L2(Γ(k)SR )
。 (28)

令C3=
2δ A ∞

a*
,则:

a*-
1
C3

δ A ∞=
a*

2
,α-C3≥

α
2
。

则根据式(28)有:

 (v,v)≥
a*

2 v 2
H1(Ω)+

α
2h

-1 v 2
L2(ΓD)

+σ* 㸸v 2
L2(ΓR)

+γ 㸸v 2
L2(Γ(k)SR )

≥C2 v 2
α,

其中C2=min
a*

2
,α
2
,1  。

从而,根据引理1和Lax-Milgram定理知,变分问题(9)存在唯一解u(k)(x),且u(k)(x)∈H2(Ω)。 证毕

引理2[14] 存在与h 无关的常数δ,∀v∈Vh(Ω)有:

h A㸸v·n 2
L2(ΓD)

≤δ∫Ω
A㸸v·㸸vdΩ。 (29)

引理3[8] 设u∈H m̂+1(Ω), u 为u 的 MLSA,则:

w- w Hk(Ω)≤Ch
m̂+1-k w

Hm̂+1(Ω)
,

 

k≥0,

其中:0≤k≤m̂+1,m̂ 为 MLSA中基函数的最大次数。
引理4 设u 为Signorini问题(1)的解,u(k)是问题(5)的解,则lim

k→∞
 
u(k)=u。

根据上述引理,可以得到如下定理。

定理1 设α>
4δ A ∞

a*
,其中δ与引理2中一致。则对任意的w,v∈Vh(Ω)有:

 (w,v)≤C1(1+α)w α v α,
 (v,v)≥C2 v 2

α。
证明 类似引理1的证明,根据假设1,式(29)即可证得。 证毕

定理2 设u(k)为问题(5)的解,u(k)
h 为问题(12)的解,则有:

u(k)-u(k)
h H1(Ω)≤C(1+α)h

m̂。 (30)

证明 由于 u(k)∈Vh(Ω),根据引理3和迹不等式有:

u(k)- u(k) 2
L2(ΓD)

≤C1 u(k)- u(k)
L2(Ω)u(k)- u(k)

H1(Ω)≤C2h2m̂+1 u(k) 2

Hm̂+1
, (31)
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u(k)- u(k) 2
L2(ΓR)

≤C3 u(k)- u(k)
L2(Ω)u(k)- u(k)

H1(Ω)≤C4h2m̂+1 u(k) 2

Hm̂+1
, (32)

u(k)- u(k) 2
L2(ΓSR)

≤C5 u(k)- u(k)
L2(Ω)u(k)- u(k)

H1(Ω)≤C6h2m̂+1 u(k) 2

Hm̂+1
, (33)

㸸(u(k)- u(k))·n 2
L2(ΓD)

≤C7 u(k)- u(k)
H1(Ω)u(k)- u(k)

H2(Ω)≤C8h2m̂-1 u(k) 2

Hm̂+1
。 (34)

根据式(31)~(34)有:

u(k)- u(k) 2
α= u(k)- u(k) 2

H1(Ω)+h A㸸(u(k)- u(k))·n 2
L2(ΓD)

+h-1 u(k)- u(k) 2
L2(ΓD)

+

σ* u(k)- u(k) 2
L2(ΓR)

+γ u(k)- u(k) 2
L2(ΓSR)

≤C9h2m̂(1+ A ∞)u(k) 2

Hm̂+1
。

最后根据Céa引理[15]有:

u(k)-u(k)
h H1(Ω)≤ u(k)-u(k)

h α≤C10(1+α)u(k)- u(k)
α≤C(1+α)hm̂ u(k)

Hm̂+1
。

因此,式(30)成立。 证毕

定理3 设u 为问题(12)的解,u(k)
h 为问题的解,则有:

lim
k→∞,h→0

 
u(k)

h =u。 (35)

证明 由于 u-u(k)
h H1(Ω)≤ u-u(k)

H1(Ω)+ u(k)-u(k)
h H1(Ω)

,则根据引理4和定理2即可以得到式

(35)。 证毕

4 数值算例

本节将给出几个算例,验证EFG方法用于求解Signorini方程的有效性。为了实现算法,本节将相对误差限

设为ε=10-6。

4.1 算例1
考虑如下已知解析解的Signorini问题:

-Δu=π2sin(0.5πx1)cos(0.5πx2),(x1,x2)∈Ω={0<x1<1,0<x2<1};

u=0,(x1,x2)∈ΓD={x1=0,0≤x2≤1}∪{0≤x1≤1,x2=1};

∂u
∂n=0

,
 

(x1,x2)∈ΓR={x1=1,0≤x2≤1};

u≥0,
∂u
∂n≥0

,u·
∂u
∂n=0

,(x1,x2)∈ΓS={0≤x1≤1,x2=0}。

􀮠

􀮢

􀮡
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

 

问题的解析解为u(x)=2sin(0.5πx1)cos(0.5πx2)。
图1给出采用Nitsche方法的EFG方法得到的误差,可以发现这一方法取得了较好的效果。图2给出了

EFG方法与FVE方法[4]的H1 误差,可以发现EFG方法的收敛阶和误差均优于FVE方法,EFG方法的收敛阶

大约为2,与理论分析结果一致。

图1 算例1的数值解与解析解之间的误差

Fig.1 Error
 

between
 

numerical
 

and
 

analytical
 

solutions
 

for
 

Example
 

1

图2 算例1的EFG方法与FVE方法的误差比较

Fig.2 Error
 

comparison
 

between
 

EFG
 

and
 

FVE
 

methods
 

in
 

Example
 

1
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4.2 算例2
考虑如下的非均质Signorini问题:

-div(Λ 㸸u)=f,(x1,x2)∈Ω=Ω1∪Ω2;

u=0,(x1,x2)∈ΓD={0≤x1≤1,x2=0}∪{0≤x1≤1,x2=1};

Λ 㸸u·n=0,(x1,x2)∈ΓR={x1=1,0≤x2≤1};

u≤0,Λ 㸸u·n≤0,u·Λ 㸸u·n=0,(x1,x2)∈ΓS={x1=0,0≤x2≤1}。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁

􀪁
􀪁􀪁

 

其中:Ω1={0<x1<1,0<x2<0.5},Ω2={0<x1<1,0.5<x2<1}。

当(x1,x2)∈Ω1 时,Λ=100,f(x)=100cos(πx1)[6x2-2-π2x2(x2-0.5)2]。

当(x1,x2)∈Ω2 时,Λ=1,f(x)=π(1-x2)(x2-0.5)2[0.5cos(πx1)+sin(πx1)]+x1(3x2-2)[cos(πx1)+1]。
该算例的解析解为:

u(x)=
-cos(πx1)x2(x2-0.5)2,(x1,x2)∈Ω1;

x1cos(0.5πx1)(1-x2)(x2-0.5)2,(x1,x2)∈Ω2。 
 

图3给出了解析解与EFG解的绝对误差,可以发现EFG方法获得了比较精确的结果。图4显示了γ 的取

值对误差的影响,不难看出当γ≥100时,误差基本不会发生改变,因此在实际计算过程中可以将γ 取为100。图

5和图6分别给出了EFG方法和混合模拟混合(hybrid
 

mimetic
 

mixed
 

method,HMM)方法[16]求解该问题时u
的相对误差和㸸u 的相对误差。容易发现2种方法都得到了收敛的结果,并且EFG方法的收敛阶大于 HHM方

法的收敛阶。

图3 算例2的数值解与解析解之间的误差

Fig.3 Error
 

between
 

numerical
 

and
 

analytical
 

solutions
 

for
 

Example
 

2

图4 算例2在不同γ下的误差

Fig.4 Error
 

in
 

Example
 

2
 

under
 

different
 

γ
 

values
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图5 算例2中u的相对误差

Fig.5 Relative
 

error
 

of
 

u
 

in
 

Example
 

2

图6 算例2中㸸u的相对误差

Fig.6 Relative
 

error
 

of
 

㸸u
 

in
 

Example
 

2

5 总结

本文通过使用EFG方法对Signorini边界问题进行了求解。投影迭代方法被用于处理Signorini边界,将问

题从一个非线性边界问题转化成一个线性边界问题。通过Nitsche方法施加Dirichlet边界条件后运用EFG方

法建立了问题的离散格式和离散代数系统。给出了方法解的唯一性与误差的详细分析过程。最后用一些数值

算例验证了EFG方法的有效性,并且通过与使用FVE方法、HMM方法的结果对比说明了本文提出的EFG方

法在求解Signorini问题时具有一定的优势。
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