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摘要:本文针对非凸复合优化问题,通过引入外推步,对镜像惯性前向-反射-后向分裂算法进行改进,提出了一种带有外

推步的镜像惯性修正前向-反射-后向分裂算法(mirror
 

inertial
 

modified
 

forward-reflected-backward
 

method,i*MFRB)。

推广了带外推步的前向-后向分裂算法在非凸情形下的应用,为前向-反射-后向分裂算法提供了一种更简洁的证明思路。

通过构造适当且简单的价值函数,建立了算法函数值的收敛性;进一步结合
 

Kurdyka-Łojasiewicz
 

性质,证明了算法迭代

序列的收敛性。将所提算法应用于一类非凸可行性问题,设计了对应的子问题求解方式。最后通过数值实验展示了

i*MFRB
 

分裂算法与现有其他类似算法在高维情况的比较结果。
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非凸复合优化问题在机器学习、信号处理与图像重建等领域有着广泛的应用。该问题基本形式为:

min
x∈Rn

 

f(x)+g(x), (1)

其中:函数f:Rn→R为可微函数(不必凸),梯度具有Lipschitz连续性(Lipschitz常数为Lf);函数g 为真下半

连续函数。现有研究已发展出多种算法,如
 

Douglas-Rachford分裂算法[1]、前向-反射-后向分裂算法[2]及该算法

的Bregman惯性(Bregman
 

inertial
 

forward-reflected-backward,BiFRB)[3]或镜像惯性[4]推广形式、惯性Tseng
类分裂算法(Inertial

 

Tseng’s
 

type
 

splitting
 

algorithm,iTseng)[5]等。
其中,Tseng类分裂算法也称为修正前向-后向分裂算法,在高维优化问题中展现出良好的优越性,但该类算

法在非凸情况下的理论研究尚不完善。例如,Radu
 

Ioan
 

Boţ与Ernö
 

Robert
 

Csetnek虽于2016年对Tseng类分

裂算法进行了非凸推广,但未提出相应的子问题求解方式与具体数值应用。相比之下,BiFRB[3]及它的镜像惯性

版本[4]在理论与数值运用方面的研究更加充分:前者通过数值实验验证了小规模问题的稳定收敛性,这恰是

Tseng类分裂算法所欠缺的;后者放宽了问题(1)中目标函数对梯度Lipschitz连续性的严格要求,但对参数要求

苛刻(如要求惯性系数为负数[4])。此外,前向-反射-后向分裂算法加速技巧(如外推步)在非凸框架下的潜力仍

有待系统挖掘。
因此,为弥补上述研究空白,本文提出了一种镜像惯性修正-前向-反射-后向分裂算法(mirror

 

inertial
 

forward-reflected-backward,i*FRB)用于求解问题(1),下称算法1,计算框架可表述为:

xk+1∈
(I-λk �f)(λk∂g+�h)-1(�h(xk)+λk �f(xk-1)-
2λk �f(xk)+αk(�h(xk)-�h(xk-1)))+λk �f(xk)。

该算法设计思路是将 Tseng类分裂算法的“外推步”嵌入镜像惯性前向-反射-后向分裂算法(mirror
 

inertial
 

modified
 

forward-reflected-backward
 

method,i*MFRB)。本文通过理论证明与数值实验验证了i*MFRB处

理高维非凸问题(1)的有效性,从而首次系统地将外推步技术拓展至前向-反射-后向类分裂算法的应用框架。而

理论方面,现有前向-反射-后向分裂算法[3-4]的价值函数形式隐式且严重依赖参数。针对这一问题,本文基于文
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献[5]设计了一种不随参数迭代变化、显式且简洁的价值函数,简化了收敛证明,为此类分裂算法的收敛性分析

提供了新思路。
本文后续内容安排如下:在第1节给出相关记号与预备知识、性质与引理前提;在第2节提出了算法框架,

并进行算法收敛性分析;最后第3节针对一个非凸可行性问题设计了子问题求解过程,进行了数值实验。

1 记号与预备知识

1.1 基本记号

本文在标准欧几里得空间 Rn 中开展研究,该空间配备标准内积<x,y>=xTy 和欧几里得范数 x =

<x,y>,其中x,y∈Rn。如无特别说明,· 表示2范数。 · 0=∑
n

i=1
sgn(·(i)),其中:·(i)记为向量·的

第i个分量,sgn(·)为符号函数,满足 sgn(θ)=
0,

 

θ=0
1,

 

θ≠0 。R=R∪{+∞}表示扩展实数集。对于扩展实值函

数f:Rn→R的定义域为:当dom
 

f≠∅时,称f 为真函数。

1.2 次微分相关理论

本节提供次微分相关理论[6-8],设f:Rn→(-∞,+∞]为真下半连续函数,有以下结论:

1)
 

Fréchet次微分(x∈dom
 

f):

∂̂f(x)∶=v∈Rn:lim
 

inf
y→x

f(y)-f(x)-<v,y-x>
y-x

≥0  ,
对x∉dom

 

f,规定∂̂f(x)∶=∅。

2)
 

极限次微分(x∈dom
 

f):

∂f(x)={v∈Rn:∃xk→x,f(xk)→f(x)&∃vk∈∂̂f(xk),vk→v(k→+∞)},
对x∉dom

 

f,规定∂f(x)∶=∅。

3)
 

当f 为凸函数时,上述次微分概念与凸次微分一致:

∂̂f(x)=∂f(x)={v∈Rn:f(y)≥f(x)+<v,y-x>,∀y∈Rn}。

4)
 

包含关系:∂̂f(x)⊆∂f(x)对所有x∈Rn 成立。

5)
 

图像闭性:若序列(xk,vk)满足:

vk∈∂f(xk),且(xk,vk)→(x,v),f(xk)→f(x),
则v∈∂f(x)。

6)
 

费马法则:若x 是f 的局部极小点,则0∈∂f(x)。

7)
 

可微情形:若f 在x 处连续可微,则∂f(x)={�f(x)}。

8)
 

临界点集:crit(f)∶={x∈Rn:0∈∂f(x)}。

9)
 

次微分求和法则:若g 为真下半连续函数,f 连续可微,则:

∂(f+g)(x)=∂g(x)+�f(x)。

1.3 Kurdyka-Łojasiewicz性质与Bregman距离

令η∈(0,+∞],定义函数类:Θη∶=φ:[0,η)→[0,+∞)。其中:φ 为凹连续函数,且有:

φ∈C1(0,η),φ(0)=0,φ'(s)>0(∀s∈(0,η))。
集合A⊂Rn 对应的距离函数定义为:

dist(x,A)∶=inf
y∈A

x-y ,∀x∈Rn。

定义1(Kurdyka-Łojasiewicz性质)[9-10] 设f:Rn→(-∞,+∞]为真下半连续函数。称f 在点x∈dom
 

∂f
处满足KL性质,若存在η>0,邻域U 和函数φ∈Θη,使得对所有

x∈U∩{x∈Rn:f(x)<f(x)<f(x)+η}
都有:φ'(f(x)-f(x))dist

 

(0,∂f(x))≥1。
引理1[10] 设Ω⊆Rn 为紧集,f:Rn→(-∞,+∞]为真下半连续函数。若f 在Ω 上为常数且满足KL性
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质,则存在ε,η>0和φ∈Θη,使得对所有

x∈Ω
和

x∈{x∈Rn:dist(x,Ω)<ε}∩{x∈Rn:f(x)<f(x)<f(x)+η},
都有:

φ'(f(x)-f(x))dist(0,∂f(x))≥1。
满足KL性质的函数类极具研究价值,这类函数包含半代数函数、实次解析函数、半凸函数、一致凸函数以及

满足增长条件的凸函数[9,11-14]。
由可微强凸函数h 诱导的Bregman距离为:

Dh(x,y)=h(x)-h(y)-<�h(y),x-y>,
由此得下述结论。

引理2[15] 若h 为σh-强凸函数且梯度Lipschitz连续(常数L�h),则:

σh

2 x-y 2≤Dh(x,y)≤
L�h

2 x-y 2
 

∀x,y∈Rn。

1.4 收敛性引理

引理3[15] 设(ζk)和(ϑk)为实序列,满足ϑk≥0(∀k∈N),(ζk)有下界,且ζk+1+ϑk≤ζk 对∀k∈N成立。

则(ζk)单调递减收敛,且∑
∞

k=0
ϑk <+∞。

引理4[5] 设(ξk)和(εk)为非负序列,满足∑εk <+∞ 且ξk+1≤aξk+bξk-1+εk
 (k≥1),其中a∈R,b≥0,

a+b<1,则∑ξk <+∞。

引理5(下降引理)[15] 若f 梯度Lipschitz连续(常数L�f),则:

f(y)≤f(x)+<�f(x),y-x>+
L�f

2 y-x 2
 

∀x,y∈Rn。

2 i*MFRB分裂算法及其收敛性分析

本节介绍了i*MFRB分裂算法的框架,并给出了该算法在函数值收敛性与序列收敛性方面的证明。

2.1 i*MFRB分裂算法

本文后续分析基于以下基本假设。
假设1 1)函数f:Rn→R具有Lipschitz连续梯度,常数为L�f。

2)
 

函数g:Rn→R为真下半连续函数。

3)
 

函数h:Rn→R具有σh-强凸性(参数σh>0)且梯度Lipschitz连续(模L�h)。

4)
 

目标函数F=f+g 下有界。
在基础假设1下,本文提出以下i*MFRB分裂算法。
算法1(i*MFRB) 选择x0,x1∈Rn,p0=x0,λ,λ>0,α≥0。以及序列(λk)k≥1,(αk)k≥1,这些序列需满足:

0≤αk≤α,0<λ≤λk≤λ
 

∀k≥1,
考虑如下迭代方案(∀k≥1):

步骤1,设置yk,使得�h(yk)=�h(xk)-λk(�f(xk)-�f(xk-1)),
步骤2,选择

pk∈arg
 

min
x∈Rn

g(x)+<x,�f(xk)-
αk

λk
(�h(xk)-�h(xk-1))>+1λk

Dh(x,yk)  , (2)

步骤3,设置
 

xk+1=pk+λk(�f(xk)-�f(pk))。

2.2 i*MFRB分裂算法的价值函数及其参数规则

在本文后续内容中,除非另有说明,记:
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M1=
σh

2λ
-
λL2

�f+3L�f

2 -ν-
α
λμ,

M2=
L�h

2λ
λL�f

σh  (1+λL�f)+(λL�f)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 2+

L�f

2
(1+λL�f)+

λ2L2
�f ν+

L2
�f

2ν +L�f  +α
λ μλ2L2

�f+
L2

�h

2μ
(1+λL�f)2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ,

其中:μ,ν>0。下面给出了一个不等式,这将在后续进一步分析中起作用。
命题1 若假设1成立,考虑由算法1生成的序列(xk,pk)。则对任意μ,ν>0,下列不等式成立:

(f+g)(pk)+M1 xk-pk
2≤(f+g)(pk-1)+M2 xk-1-pk-1

2。
证明 由算法1步骤2,有:

g(pk)+
1
λk

Dh(pk,yk)+<pk,�f(xk)>+
αk

λk
<pk,�h(xk-1)-�h(xk)>≤

g(pk-1)+
1
λk

Dh(pk-1,yk)+<pk-1,�f(xk)>+
αk

λk
<pk-1,�h(xk-1)-�h(xk)>。 (3)

由引理5,有:

f(pk)≤f(pk-1)+<�f(pk-1),pk-pk-1>+
L�f

2 pk-pk-1
2, (4)

将式(3)与(4)相加,得:

(f+g)(pk)≤(f+g)(pk-1)+
1
λk
(Dh(pk-1,yk)-Dh(pk,yk))+

L�f

2 pk-pk-1
2+

<�f(pk-1)-�f(xk),pk-pk-1>+
αk

λk
<pk-1-pk,�h(xk-1)-�h(xk)>。 (5)

通过引理2结合函数h 在假设1的3)中的描述,得:

Dh(pk-1,yk)-Dh(pk,yk)≤
L�h

2 pk-1-yk
2-

σh

2 pk-yk
2, (6)

又由算法1步骤1,有:

xk-yk = �h*(�h(xk)-λk(�f(xk)-�f(xk-1)))-�h*(�h(xk))≤
λkL�f

σh
xk-xk-1 , (7)

以及步骤3,可得:

xk-pk-1 =λk-1 �f(xk-1)-�f(pk-1)≤λk-1L�f xk-1-pk-1 , (8)
由此,有:

xk-xk-1 ≤(1+λk-1L�f)xk-1-pk-1 , (9)
且有:

pk-pk-1
2≤2(xk-pk

2+λ2k-1L2
�f xk-1-pk-1

2), (10)
依次运用式(7)、(9),可得:

xk-yk ≤
λkL�f

σh
xk-xk-1 ≤

λkL�f

σh
(1+λk-1L�f)xk-1-pk-1 , (11)

此时利用式(8)、(11)且皆转化为以 xk-1-pk-1
2 项后,将系数写成完全平方形式可以得到:

pk-1-yk
2≤ xk-yk

2+ xk-pk-1
2+2xk-yk xk-pk-1 =

λkL�f

σh
(1+λk-1L�f)+(λk-1L�f)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 2 xk-1-pk-1

2。 (12)

对于 pk-yk
2,有:

pk-yk
2≥(pk-xk - xk-yk )2≥

pk-xk
2+ xk-yk

2-2pk-xk xk-yk 。 (13)
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由式(11)以及基本不等式有:

2pk-xk xk-yk ≤
λkL�f

σh
(1+λk-1L�f)(xk-1-pk-1

2+ pk-xk
2), (14)

此时结合式(13)、(14)并利用 xk-yk
2≥0,有:

pk-yk
2≥ pk-xk

2+ xk-yk
2-

λkL�f

σh
(1+λk-1L�f)(xk-1-pk-1

2+ pk-xk
2)≥

1-
λkL�f

σh
(1+λk-1L�f)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 pk-xk

2-
λkL�f

σh
(1+λk-1L�f)xk-1-pk-1

2。 (15)

最后结合式(6)、(12)和(15),有:

Dh(pk-1,yk)-Dh(pk,yk)≤
L�h

2
λkL�f

σh
(1+λk-1L�f)+(λk-1L�f)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 2 xk-1-pk-1

2-

σh

2 1-
λkL�f

σh
(1+λk-1L�f)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 xk-pk

2+
σh

2
λkL�f

σh
(1+λk-1L�f)xk-1-pk-1

2。 (16)

此外,由Cauthy-Schwarz不等式与杨氏不等式可以得到存在μ>0,ν>0,以下不等式成立:

<�f(pk-1)-�f(xk),pk-pk-1>≤
ν
2 pk-pk-1

2+
L2

�f

2ν xk-pk-1
2,

<pk-pk-1,�h(xk-1)-�h(xk)>≤μ
2 pk-pk-1

2+
L2

�h

2μ
xk-xk-1

2。

分别结合式(8)、(10)与式(9)、(10),有:

<�f(pk-1)-�f(xk),pk-pk-1>≤ν xk-pk
2+νλ2k-1L2

�f+
λ2k-1L4

�f

2ν  xk-1-pk-1
2, (17)

<pk-pk-1,�h(xk-1)-�h(xk)>≤ μλ2k-1L2
�f+

L2
�h

2μ
(1+λk-1L�f)2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 xk-1-pk-1

2+μ xk-pk
2。(18)

最后,由式(5)、(10)、(16)、(17)和(18),重新整理移项后可以得到:
(f+g)(pk)+M1,k xk-pk

2≤(f+g)(pk-1)+M2,k xk-1-pk-1
2,

其中:

M1,k=
σh

2λk
-
λk-1L2

�f+3L�f

2 -ν-
αk

λk
μ,

M2,k=
L�h

2λk

λkL�f

σh
(1+λk-1L�f)+(λk-1L�f)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 2+

L�f

2
(1+λk-1L�f)+

λ2k-1L2
�f ν+

L2
�f

2ν +L�f  +αk

λk
μλ2k-1L2

�f+
L2

�h

2μ
(1+λk-1L�f)2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 。

由λ≤λ≤λ,有M1,k≥M1,M2,k≤M2。 证毕

定义2(i*MFRB价值函数) 本文引入i*MFRB价值函数 H:Rn×Rn→R,定义为:

H(x,y)=(f+g)(x)+M2 x-y 2
 

∀(x,y)∈Rn×Rn。
可以看出,当x 与y 趋于相等的有界点时,H(x,y)与(f+g)(x)会趋于相同的函数值。通过一直满足的

H(x,y)≥(f+g)(x),H 的下降性与收敛性一定程度上描述了f+g 的收敛情况。因此后续可以通过研究 H
相关性质得到f+g 的收敛情况。

2.3 函数值收敛性

为了保证价值函数下降性,接下来给出所需的步长规则。
命题2(步长规则) 若假设1成立,考虑任意ν,μ>0并选择α≥0,使得:

2αμ+
L2

�h

2μ  <σh,

则存在λ>λ,使得命题1中引入的常数满足M1>M2。
 

证明 由条件2α(μ+L2
�h/2μ)<σh,必存在足够小的λ>0使得:
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L�h
λL�f

σh
(1+λL�f)+(λL�f)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

2

+L�fλ(1+λL�f)+2λ3L2
�f ν+

L2
�f

2ν +L�f  + 
2α μλ2L2

�f+
L2

�h

2μ
(1+λL�f)2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +λ(λL2

�f+3L�f)+2λν+2αμ <σh。 (19)

式(19)可等价地写为:

2λ
L�h

2λ
λL�f

σh
(1+λL�f)+(λL�f)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

2

+
L�f

2
(1+λL�f) +λ2L2

�f ν+
L2

�f

2ν +L�f  +
α
λ μλ2L2

�f+
L2

�h

2μ
(1+λL�f)2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

(λL2
�f+3L�f)
2 +ν+

α
λμ <σh。

因此,存在β>0使得:

2(λ+β)
L�h

2λ
(λ+β)L�f

σh  (1+(λ+β)L�f)+((λ+β)L�f)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

2

+
L�f

2
(1+(λ+β)L�f)+ 

 

(λ+β)2L2
�f ν+

L2
�f

2ν +L�f  +α
λ μ(λ+β)2L2

�f+
L2

�h

2μ
(1+(λ+β)L�f)2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 +

 

(λ+β)L2
�f+3L�f

2 +ν+
α
λμ <σh。

现在定义λ∶=λ+β,由上述不等式可直接得出关系M1>M2。 证毕

现在基于步长规则命题2,给出价值函数下降性质与一些其他相关性质,为后续分析做铺垫。
命题3(价值函数下降性质) 若假设1成立,考虑算法1生成的序列(xk,pk),其中ν,μ,λ,λ,和α按命题2

选择。则以下陈述成立:

1)
 

∑
k≥1

xk -pk
2 <+∞,∑

k≥1
xk+1-xk

2 <+∞ 且∑
k≥1

pk -yk
2 <+∞;

2)
 

序列(H(xk,pk))k≥1 单调递减且收敛;

3)
 

序列((f+g)(pk))k≥1 收敛。
证明 由命题1可得:
(f+g)(pk)+M2 xk-pk

2+(M1-M2)xk-pk
2≤(f+g)(pk-1)+M2 xk-1-pk-1

2,

通过命题2可得(M1-M2)xk-pk
2>0,此时2)成立。运用(M1-M2)xk-pk

2>0结合假设1的4)可得

3)成立。结合引理3可得 ∑
k≥1

xk -pk
2 <+ ∞ 成立,此时由式(9)得 ∑

k≥1
xk+1-xk

2 <+ ∞。 下证

∑
k≥1

pk -yk
2 <+∞,结合式(10)和(12)以及λ≤λ有:

pk-yk
2= pk-pk-1+pk-1-yk

2≤

2pk-pk-1
2+2pk-1-yk

2≤

4xk-pk
2+ 4λ2L�f+2

λL�f

σh
(1+λL�f)+(λL�f)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 2  xk-1-pk-1

2。

由算法1的设置,有p0=x0,结合∑
k≥1

xk -pk
2=∑

k≥1
xk-1-pk-1

2+x0-p0
2 则有:

∑
k≥1

pk -yk
2 ≤ 4+ 4λ2L�f +2

λL�f

σh
(1+λL�f)+(λL�f)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 2    ∑k≥1 xk -pk

2 <+∞,

由此得到所有结论成立。 证毕

以下命题给出了极限次微分中某些元素的估计,在后续收敛性证明中会被使用。
命题4(次微分元素估计) 若假设1成立,考虑算法1生成的序列(xk,pk)。则对每个k≥2有:

sk∈∂(f+g)(pk),
其中:

sk=
1
λk
(�h(xk)-�h(pk))+�f(pk)-2�f(xk)+�f(xk-1)+

αk

λk
(�h(xk)-�h(xk-1))。
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此外还满足:

sk ≤
L�h

λk
+L�f  pk-xk +

αkL�h

λk
+L�f  (1+λk-1L�f)pk-1-xk-1 。 (20)

证明 取k≥2,由算法1可得:

0∈∂g(pk)+
1
λk
(�h(pk)-�h(yk))+�f(xk)+

αk

λk
(�h(xk-1)-�h(xk))=

∂g(pk)+
1
λk
(�h(pk)-�h(xk))+2�f(xk)-�f(xk-1)+

αk

λk
(�h(xk-1)-�h(xk)),

第2个关系式源于�h(yk)=�h(xk)-λk(�f(xk)-�f(xk-1))。
因此,利用f+g 的次微分公式,有:

0∈∂(g+f)(pk)+
1
λk
(�h(pk)-�h(yk))+�f(xk)-�f(pk)+

αk

λk
(�h(xk-1)-�h(xk))=

∂(g+f)(pk)+
1
λk
(�h(pk)-�h(xk))+2�f(xk)-�f(pk)-�f(xk-1)+

αk

λk
(�h(xk-1)-�h(xk)),

然后定义序列(sk)k≥2 如下:

sk=
1
λk
(�h(yk)-�h(pk))+�f(pk)-�f(xk)+

αk

λk
(�h(xk)-�h(xk-1))=

1
λk
(�h(xk)-�h(pk))+�f(pk)-2�f(xk)+�f(xk-1)+

αk

λk
(�h(xk)-�h(xk-1)),

此外,由f,h 的梯度Lipschitz连续性和关系式(9),有:

sk ≤
L�h

λk
+L�f  pk-xk +

αkL�h

λk
+L�f  (1+λk-1L�f)pk-1-xk-1 。 证毕

在后续描述中,本文使用符号ω((pk)k≥1)表示序列((pk)k≥1)的聚点集。接下来将类似文献[9],在额外假

设下给出该集合的一些性质。
假设2 函数f+g 是强制的,即lim x →+∞(f+g)(x)=+∞。

命题5(聚点集相关性质) 若假设1、2成立,考虑算法1中生成的序列(xk,pk),其中ν,μ,λ,λ和α按命题

2选择。则以下陈述成立:

1)
 

∅≠ω((pk)k≥1)⊆crit(f+g)。
2)

 

lim
k→+∞

dist(pk,ω((pk)k≥1))=0。

3)
 

ω((pk)k≥1)是非空、紧且连通的集。

4)
 

f+g 在ω((pk)k≥1)上有限且为常数,lim
k→+∞

(f+g)(pk)=(f+g)(p*)=ρ。

证明 由于f+g 是真、下半连续且强制的函数,故inf
x∈Rn
[f(x)+g(x)]有限且下确界可达(见文献[6])。因

此f+g 有下界。

1)
 

根据命题3的2),有:
(f+g)(pk)≤(f+g)(pk)+M2 xk-pk

2≤(f+g)(p1)+M2 x1-p1
2

 

∀k≥1,
由于函数f+g 是强制的,水平集有界,可以得出结论(pk)k≥1 有界,因此ω((pk)k≥1)≠∅。取任意p* ∈
ω((pk)k≥1),存在子序列((pkl

)l∈N)使得pkl→p
*当l→+∞。

接下来证明lim
l→+∞

 g(pkl
)=g(p*)。注意到函数g 的下半连续性确保:

lim
 

inf
l→+∞

 g(pkl
)≥g(p*)。

此外,由算法1步骤2、引理2,以及三角不等式,可以得到对于每个k≥1有:

g(pk)≤g(p*)+<p*,�f(xk)-
αk

λk
(�h(xk)-�h(xk-1))>+1λk

Dh(p*,yk)-

<pk,�f(xk)-
αk

λk
(�h(xk)-�h(xk-1))>+1λk

Dh(pk,yk)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ≤
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g(p*)+<p*-pk,�f(xk)>+<p*-pk,
αk

λk
(�h(xk-1)-�h(xk))>+

L�h

λk
p*-pk

2+
L�h

λk
-

σh

2λk  pk-yk
2。

由命题3的1),并考虑到所涉及序列的有界性,则可得lim
 

sup
l→+∞

 g(pkl
)≤g(p*),因此lim

l→+∞
g(pkl

)=g(p*)。

进一步,利用命题4,对所有l≥2有:

skl∈∂(f+g)(pkl
)。

由式(20)和命题3的1),从pkl→p
*可得,当l→+∞时有skl→0。再由lim

l→∞
(f+g)(pkl

)=(f+g)(p*)以及极

限次微分算子的图的闭性,可保证0∈∂(f+g)(p*),因此p*∈crit(f+g)。

2)
 

和3)的证明可参照文献[9]的引理5进行,同时考虑到文献[9]的注5,其中注意到性质
 

2)和3)对于满足

当k→+∞有pk+1-pk→0的序列是通用的。

4)
 

由命题3的3),((f+g)(pk))k≥1 是收敛序列,记此序列的极限为ρ∈R。取任意p*∈ω((pk)k≥1),存
在子序列(pkl

)l∈N 使得当l→+∞有pkl→p
*。如项1)所示,有:

lim
l→+∞

(f+g)(pkl
)=(f+g)(p*)。

另一方面,lim
l→+∞

(f+g)(pkl
)=ρ,因此(f+g)(p*)=ρ。于是,f+g 在ω((pk)k≥1)上等于ρ,且有:

lim
k→+∞

(f+g)(pk)=lim
l→+∞

(f+g)(pkl
)=(f+g)(p*)=ρ。 证毕

接下来,运用前面的命题,得到i*MFRB分裂算法框架下函数值的收敛性结果。
定理1(函数值收敛性) 若假设1、2成立,考虑算法1生成的序列(xk,pk),其中ν,μ,λ,λ,和α按命题2选

择,且常数M1 和M2 如命题1中所定义。则以下陈述成立:

1)
 

∅≠ω((pk,xk)k≥1)⊆crit(H)={(x,x)∈Rn×Rn:x∈crit(f+g)}。

2)
 

lim
k→+∞

dist((pk,xk),ω((pk,xk)k≥1))=0。

3)
 

ω((pk,xk)k≥1)是非空、紧且连通的集。

4)
 

H 在ω((pk,xk)k≥1)上有限且为常数,且lim
k→+∞

H(pk,xk)=H(p*,p*)=ρ。

证明 由命题3的1)有:lim
l→+∞

xkl=liml→+∞
pkl=p

*,以及对每个k≥2(见命题3的2))有:

H(pk,xk)+(M1-M2)xk-pk
2≤H(pk-1,xk-1), (21)

(sk+2M2(pk-xk),2M2(xk-pk))∈∂H(pk,xk)。 (22)
其中(sk)k≥2 是命题4中引入的序列。式(22)源于:

∂H(x,y)={∂(f+g)(x)+2M2(x-y)}×{2M2(y-x)},∀(x,y)∈Rn×Rn。
再运用命题5对(f+g)(pk)的证明过程,类似证明 H(pk,xk)便可得到结论。 证毕

2.4 序列收敛性

现在可以证明当 H 是KL函数时i*MFRB分裂算法的序列收敛性结果。
定理2(序列收敛性) 若假设1、2成立,考虑算法1中生成的序列(xk,pk),其中其中ν,μ,λ,λ,和α的选择

如命题2所示,以及命题1中的常数M1 和M2。并且假设定义2中定义的i*MFRB价值函数 H(x,y)是KL
函数。那么,下列陈述成立:

1)
 

∑
k≥1

xk -pk <+∞ 且∑
k∈N

xk+1-xk <+∞。

2)
 

存在x∈crit(f+g)使得lim
k→+∞

xk=lim
k→+∞

pk=x。

证明 1)
 

根据定理1的1),可以考虑一个元素p*∈crit(f+g)使得:
(p*,p*)∈ω((pk,xk)k≥1)。

类比命题5的证明,可以容易地证明

lim
k→+∞

H(pk,xk)=H(p*,p*)。

接下来考虑2种情况,
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情况1,存在k∈N,使得 H(pk
,xk
)=H(p*,p*)。式(21)中的递减性质意味着对于每个k≥k 都有

H(pk,xk)=H(p*,p*)。可以归纳地证明序列(pk,xk)k≥k 是常数,结论随之成立。
情况2,对于所有k≥1,有 H(pk,xk)>H(p*,p*)。取Ω∶=ω((pk,xk)k≥1)。由于 H 是KL函数,根据

定理1的
 

3)、4)以及引理1,存在ε,η>0和φ∈Θη 使得对于所有在交集

{(x,y)∈Rn×Rn:dist((x,y),Ω)<ε}∩
{(x,y)∈Rn×Rn:H(p*,p*)<H(x,y)<H(p*,p*)+η} (23)

中的(x,y),具有以下不等式成立:

φ'(H(x,y)-H(p*,p*))dist((0,0),∂H(x,y))≥1。 (24)
设k1≥1使得对于每个k≥k1 有 H(pk,xk)<H(p*,p*)+η。此外,根据定理1的2),存在k2∈N使得

对于每个k≥k2 有dist((pk,xk),Ω)<ε。因此,序列(pk,xk)k≥K 属于式(23)中的交集,其中K=max{k1,k2}。
由式(24),有:

φ'(H(pk,xk)-H(p*,p*))dist((0,0),∂H(pk,xk))≥1
 

∀k≥K, (25)
进一步,由于φ 是凹函数,对于每个k≥1,可以得到下列不等式:

φ(H(pk,xk)-H(p*,p*))-φ(H(pk+1,xk+1)-H(p*,p*))≥

φ'(H(pk,xk)-H(p*,p*))·(H(pk,xk)-H(pk+1,xk+1))。 (26)
此外,结合式(21)、(25)有:

φ'(H(pk,xk)-H(p*,p*))≥
1

(sk+2M2(pk-xk),2M2(xk-pk))
 

∀k≥K, (27)

此时对每个k≥1记Δk,k+1∶=φ(H(pk,xk)-H(p*,p*))-φ(H(pk+1,xk+1)-H(p*,p*)),从式(21)、(26)
和(27)可以得到,∀k≥K,有:

Δk,k+1≥
H(pk,xk)-H(pk+1,xk+1)

sk+2M2(pk-xk)2+4M2
2 xk-pk

2
≥

(M1-M2)xk+1-pk+1
2

sk+2M2(pk-xk)2+4M2
2 xk-pk

2
。

由此进一步得到,∀k≥K,有:

xk+1-pk+1 ≤
Δk,k+1

(M1-M2)
sk+2M2(pk-xk)2+4M2

2 xk-pk
2 =

1
δ

Δk,k+1

(M1-M2)
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2
(δ sk+2M2(pk-xk)2+4M2

2 xk-pk
2)

1
2≤

δ
2 sk+2M2(pk-xk)2+4M2

2 xk-pk
2+

Δk,k+1

2δ(M1-M2)
, (28)

其中选择δ>0且满足下列不等式:

δ 2
2

L�h

λ
+L�f+2M2  

2

+2M2
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 +

αL�h

λ
+L�f  (1+λL�f)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁  <1。 (29)

此外,由式(20)对于每个k≥1有:

sk+2M2(pk-xk)2+4M2
2 pk-xk

2≤

L�h

λk
+L�f+2M2  pk-xk +

αkL�h

λk
+L�f  (1+λk-1L�f)pk-1-xk-1

2

+4M2
2 pk-xk

2􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁

1
2

≤

2
L�h

λ
+L�f+2M2  

2

+4M2
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 pk-xk + 2

αL�h

λ
+L�f  (1+λL�f)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 pk-1-xk-1 ,

此时结合式(28)可以推导出:

xk+1-pk+1 ≤a xk-pk +b xk-1-pk-1 +
Δk,k+1

2δ(M1-M2)
 

∀k≥K, (30)

其中:
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a∶=
δ 2
2

L�h

λ
+L�f+2M2  

2

+2M2
2

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

 

b∶=
δ 2
2

αL�h

λ
+L�f  (1+λL�f)

􀭠
􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

由式(29)可以得到a+b<1。现在,对于固定的j≥1并结合φ 仅取非负值可得:

∑
j

k=1
Δk,k+1=φ(H(p1,x1)-H(p*,p*))-φ(H(pj+1,xj+1)-H(p*,p*))≤

φ(H(p1,x1)-H(p*,p*)),

因此∑
k≥1

Δk,k+1

2δ(M1-M2)
<+∞。结合式(30)和引理4可以得出结论∑

k≥1
xk -pk <+∞。进一步结合式(9),

可以得到∑
k∈N

xk+1-xk <+∞。

2)
 

由结论1)可知(xk)k∈N 是柯西序列,因此是收敛的。由于当k→+∞时,有xk-pk→0,由定理1的结论

1)可证。 证毕

3 子问题设计与数值实验

本文主要针对以下极小化问题进行子问题设计与数值实验:

min
x∈D

1
2dist

2(x,C),

这里C={x∈Rn:Ax=b},D={x∈Rn:x 0≤r,x ≤R},A∈Rm×n,b∈Rm,r∈N\{0},且R>0。
显然C 是半代数集。又因为集合D 可等价表示为D={x∈Rn:x 0≤r}∩{x∈Rn:x 2≤R2},可得这是

半代数集的交集,由文献[16]的公式(27d),可得D 也是半代数集。令f=
1
2dist

2(·,C)以及g=δD,则该问题

便与式(1)对应。

3.1 子问题设计

根据文献[3],可以获得求解子问题的研究框架。第1步是简化子问题算子Tλ(u)的表达式。设κ1≥0,

κ2≥0。固定ω∈Rn 和λ>0。在本节后续内容中,令

h(x)=κ1 1+ x 2+
κ2
2 x 2,

容易看出h(x)是强凸函数且其梯度具有Lipschitz连续性,强凸系数为κ2,梯度Lipschitz系数为κ1+κ2。
对任意u∈Rn,定义pλ(u)=λω-�h(u),并建立如下关系:

Tλ(u)=arg
 

min
x∈Rn

g(x)+<x,ω>+
1
λDh(x,yn)  =arg

 

min
x∈Rn

{λg(x)+<x,pλ(u)>+h(x)}。

i*MFRB子问题式(2)中,令ω=�f(xk)-
αk

λk
(�h(xk)-�h(xk-1)),u=yk 以及λ=λk,便与Tλ(u)对应。

对于子问题,可以结合以下定义和引理得到。
定义3(硬阈值算子) Hr(x)为x∈Rn 的硬阈值算子(参数为r),∀i∈{1,…,n},H (i)

r (x)的定义为:

H (i)
r (x)=

x(i),x(i) 在 x(1) ,…,x(n) 中排前r位;

0,x(i) 在 x(1) ,…,x(n) 中不排前r位。 
引理6[3] 设g=δD,其中D={x∈Rn:x 0≤r,x ≤R},整数r≤n,实数R>0。定义

x*=
0,

 

�h(u)=λω;

-t* Hr(pλ(u)) -1Hr(pλ(μ)),
 

�h(u)≠λω, 
上式中的t*是如下优化问题的唯一解:

min
0≤t≤R φ(t)=κ1 1+t2+

κ2
2t

2- Hr(pλ(u))t  。
其中:当 Hr(pλ(u))<κ1(1+R2)-

1
2R+κ2R 时,t*是方程

κ1(1+t2)
-12t+κ2t- Hr(pλ(u))=0
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的唯一解,且t*∈(0,R);否则,t*=R。则此时x*∈Tλ(u)。

3.2 数值实验

本文将对i*MFRB、BiFRB[3]和iTseng[5]进行基准测试,参数设置为R=1
 

000和r=[m/5]。i*MFRB和

iTseng分别采用命题2和文献[5]引理3.3给出的步长,BiFRB则按照文献[3]命题4.2的步长规则实现。当达

到最大迭代次数(10
 

000)或者满足

max{xk-xk-1 ,pk-pk-1 }
max{1,xk-1 ,pk-1 }

<ο

时终止迭代,其中ο为预设的收敛容差。此外,对于子问题中的函数h,i*MFRB和BiFRB分别使用:

h1(x)=0.05· 1+ x 2+0.05·
x 2

2
,

h2(x)=0.1· 1+ x 2+2.51·
x 2

2
。

关于惯性参数,根据命题2和文献[5]引理3.3中惯性要求并且令系数μ=1,i*MFRB使用

α1=0.9×0.05÷(2×(1+(0.05+0.05)2÷2)),

iTseng使用

α2=0.9×1÷(2×(1+(1÷2)))=0.3,
参照文献[3]数值实验部分内容,BiFRB使用α3=0.9,3个算法惯性的选取都靠近惯性上界。所有算法均从原

点初始化,步长选取方式为各自采取步长上界的基础上,采用文献[1]备注4中描述的步长启发式更新方法。涉

及代码在 MATLAB(R2022a)中实现,实验运行环境为64位 Windows系统,硬件为Intel(R)Core(TM)i5-
8300H

 

2.30
 

GHz处理器及16
 

GB内存。
矩阵A∈Rm×n 随机生成且满足标准高斯分布。针对不同规模需求,随机生成了50组算例。最终,获得了各

规模下50次算例的平均迭代次数和50次算例所求得最终目标函数值的最小值(fvalue
min )。仿真结果如表1所示;

函数值随迭代次数(最大迭代设置为2
 

000)的平均变化情况如图1所示。
观察到以下现象:

1)
 

与同类外推算法iTseng相比,i*MFRB分裂算法明显提高了收敛速度。在所有参数设置情况下,

iTseng几乎无法收敛,但i*MFRB仍能在2
 

000次迭代内实现收敛。

2)
 

与BiFRB分裂算法相比,在m≥500时,i*MFRB的迭代次数仅为BiFRB的一半左右。

3)
 

在目标函数值方面,i*MFRB分裂算法在较大m(m≥500)的情况下能够获得最优结果。

4)
 

从图1可以看出,算法i*MFRB在所有测试场景下均能快速收敛且收敛效果最优;算法iTseng短时间

几乎无法收敛;而算法BiFRB的收敛效果介于两者之间。

表1 i*MFRB与BiFRB和iTseng的对比

Tab.1 Comparing
 

i*MFRB
 

to
 

BiFRB
 

and
 

iTseng

规模 i*MFRB BiFRB iTseng

m n 平均迭代数/次 fvalue
min 平均迭代数/次 fvalue

min 平均迭代数/次 fvalue
min

100 4
 

000 1
 

000 2.171e-04 590 3.170e-03 10
 

000 5.579e-03

100 5
 

000 1
 

230 2.23e-18 428 2.40e-19 10
 

000 6.520e-03

100 6
 

000 1
 

468 1.143e-03 515 2.52e-19 10
 

000 6.746e-03

500 4
 

000 1
 

188 9.87e-19 2
 

053 5.05e-17 8
 

995 8.63e-06

500 5
 

000 304 1.30e-18 2
 

586 1.205e-04 9
 

003 1.417e-03

500 6
 

000 392 1.55e-18 3
 

022 6.157e-02 9
 

856 5.758e-02

900 4
 

000 1
 

697 6.38e-17 2
 

444 1.46e-16 6
 

489 4.90e-16

900 5
 

000 1
 

957 1.97e-17 2
 

996 2.42e-16 6
 

161 9.276e-03

900 6
 

000 1
 

948 2.92e-07 3
 

546 5.17e-05 6
 

857 6.441e-01

501第2期           传军霖,等:非凸复合优化的镜像惯性修正前向-反射-后向分裂算法



a m=100,
 

n=4
 

000 b m=100,
 

n=5
 

000 c m=100,
 

n=6
 

000

d m=500,
 

n=4
 

000 e m=500,
 

n=5
 

000 f m=500,
 

n=6
 

000

g m=900,
 

n=4
 

000 h m=900,
 

n=5
 

000 i m=900,
 

n=6
 

000

图1 经过50次重复后,函数值在迭代过程中的平均变化

Fig.1 Average
 

change
 

of
 

function
 

values
 

over
 

itertion
 

after
 

50
 

repetition

4 结论

本文以i*FRB为研究对象,针对非凸复合优化问题,提出了一种带有外推步的i*MFRB。首先,设计了与

迭代过程中的惯性、步长参数相关性较低且具有显式形式的价值函数,并在适当步长规则下证明了该算法的函

数值收敛性;其次,结合KL性质建立了迭代序列的收敛性;进一步地,针对一类非凸可行性问题设计了有效的子

问题求解策略;最后的数值实验表明,该算法在高维情形下具有明显的数值优势。
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Abstract:
 

This
 

paper
 

focuses
 

on
 

non-convex
 

composite
 

optimization
 

problems
 

and
 

improves
 

the
 

mirror
 

inertial
 

forward-reflected-

backward
 

(i*FRB)
 

algorithm
 

by
 

introducing
 

an
 

extrapolation
 

step,
 

proposing
 

a
 

mirror
 

inertial
 

modified
 

forward-reflected-backward
 

method
 

(i*MFRB).
 

This
 

work
 

extends
 

the
 

application
 

of
 

the
 

forward-backward
 

splitting
 

algorithm
 

with
 

an
 

extrapolation
 

step
 

to
 

non-convex
 

scenarios
 

and
 

offers
 

a
 

more
 

concise
 

proof
 

approach
 

for
 

the
 

forward-reflected-backward
 

splitting
 

algorithm.
 

By
 

constructing
 

an
 

appropriate
 

and
 

simple
 

value
 

function,
 

the
 

convergence
 

of
 

the
 

algorithm's
 

function
 

values
 

is
 

established.
 

Furthermore,
 

by
 

combining
 

the
 

Kurdyka-Łojasiewicz
 

property,
 

the
 

convergence
 

of
 

the
 

algorithm's
 

iterative
 

sequence
 

is
 

proved.
 

The
 

proposed
 

algorithm
 

is
 

applied
 

to
 

a
 

class
 

of
 

non-convex
 

feasibility
 

problems,
 

and
 

a
 

corresponding
 

sub-problem
 

solving
 

approach
 

is
 

designed.
 

Finally,
 

numerical
 

experiments
 

are
 

conducted
 

to
 

compare
 

the
 

i* MFRB
 

splitting
 

algorithm
 

with
 

existing
 

similar
 

algorithms
 

in
 

high-dimensional
 

cases.

Keywords:
 

non-convex
 

composite
 

optimization;
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forward-reflected-backward
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