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摘要:为探究基于co-radiant集的广义Gerstewitz函数性质及集优化问题的标量化方法,本文借助co-radiant集的定义与

性质,结合广义Gerstewitz函数理论展开研究。通过研究广义Gerstewitz函数的连续、递减等性质,本文探究了集优化问

题与相应标量化问题解之间的关系,得到了相应的标量化结果。研究结果为集优化问题的求解提供了新的理论依据,丰

富了co-radiant集与Gerstewitz函数相关领域的理论研究。
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近些年来,作为优化理论重要分支之一的集值优化因在经济学、微分包含、最优控制等领域的广泛应用而受

到学术界密切关注[1-4]。在有关集值优化问题的研究中,该类问题解的定义主要遵循2种准则:向量准则与集合

准则。向量准则的核心目标是在集值目标映射所有取值的并集中寻找向量意义下的有效元,相关应用可参见文

献[5-8]。集合准则由Kuroiwa[9]提出,该准则基于集合间的序关系构建判定标准,它的核心在于在集值目标映

射下可行域的像集族中寻找极小元。当考虑集合层面的“偏好”时,相较于仅关注个体元素有效性的向量准则,
集合准则更具自然性与合理性,因而拥有更高的研究价值。目前基于集合准则的研究已取得了丰富成果[10-12],
而基于该准则定义解的集值优化问题通常被称为集优化问题。

标量化方法是研究集优化问题的有效方法之一。通过线性或非线性标量化可将集优化问题转化为更易分

析的标量优化问题。对该领域的研究主要围绕各类标量化函数的构建、推广及应用来开展,其中非线性标量化

函数因对非凸、非预序等复杂结构的适配性更强,因而成为了研究焦点并积累了丰富成果。定向距离函数作为

一类应用广泛的非线性标量化函数,它的性质及在优化问题中的应用参见文献[13-15]。Gerstewitz[16]在向量优

化领域提出的Gerstewitz函数是另一类关键非线性标量化函数,该函数的相关性质研究见文献[17-19];Hamel
等人[20]在此基础上进一步推广了向量优化中的Gerstewitz函数,首次将标量化方法成功应用到集优化问题中。
之后,不少学者继续对该函数展开研究,逐步完善了Gerstewitz函数在集优化领域的应用体系[21-23]。

值得注意的是,集值优化中传统的集合间序关系依赖凸锥诱导的预序结构。但在实际应用中,尤其是经济

学领域,大量问题需处理“非预序”的序关系[24]。这推动了众多学者将非预序关系引入集值优化最优解的研究

中[25-26]。而Gutiérrez等人[27]提出的co-radiant集作为一类具有特殊扩张性质的集合,在刻画集合序关系、诱导

优化问题解概念方面有重要作用[28-29]。
受文献[13-29]研究工作的启发,本文旨在构建一类基于co-radiant集的序关系下的广义Gerstewitz函数。

本文通过co-radiant集的定义与性质,首先系统分析了广义Gerstewitz函数的基本性质,然后建立了集优化问题

的相应标量化结果,进而得到了标量化后问题与原问题之间解的等价关系。

1 预备知识

设X 为度量空间,Y 为实赋范向量空间,P0(Y)表示Y 的所有非空子集构成的集族。对于集合A⊆Y,分别
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用cl
 

A、int
 

A 和∂A 表示A 的拓扑闭包、拓扑内部和拓扑边界。点y∈A 到集合A 的距离定义为d(y,A)=
infa∈A y-a (约定d(y,∅)=+∞),其中 y 表示y 的范数;Ur(y)(Ur(y))表示以y 为中心,r>0为半径的

开(闭)邻域。
定义1[17] 设C⊆Y,若对任意c∈C 与任意α>1,都有αc∈C,则称C 为co-radiant集。
对于co-radiant集C,对任意的ε>0,记C(ε)=εC,C(0)=∪ε>0C(ε)∪{0}。显然C(0)是一个锥。若A+

C 是闭集,则称A 为C-闭集;若A+C≠Y,则称A 为C-真集;若对Y 中0Y 的任意邻域U,都存在正数t使得

A⊆tU+C,则称A 为C-有界集。用P0(C)(Y)表示Y 中所有C-真集构成的族。对于y,y'∈Y,若y'-y∈C,记
为y≤Cy';若y'-y∈int

 

C,记为y<Cy'。
引理1[17] 设C 为凸co-radiant集,则:1)

 

对任意ε,δ>0,有C(ε)+C(δ)⊆C(ε);2)
 

对任意ε>0,有
C(ε)+C(0)=C(ε)。

引理2[20] 设C 为凸co-radiant集,则:1)
 

C+C(0)=C;2)
 

C+C⊆C。
注1 对于凸co-radiant集C,若0∈C,则C 是满足C=C(0)的凸锥;若0∉C,则C 是关于凸锥C(0)的改

进集。
本文考虑如下集合:

Ω={C∈P0(C)(Y)C 是一个尖的凸co-radiant集,满足0∈C 且C+C(0)=C}。
定义2[20] 对于任意A,B∈P0(Y),通过co-radiant集C∈Ω 定义相应的二元关系为A⪯l

CB⇔B⊆A+C。
定义P0(Y)上关于co-radiant集C 的等价关系~l

C 为A~l
CB⇔A⪯l

CB 且B⪯l
CA。

用[·]lC 表示P0(Y)中序关系⪯l
C 的等价关系类,显然有A∈[B]lC⇔A+C=B+C。

本文考虑以下集合优化问题(⪯l
C-SOP):

min
 

F(x),

s.t.
 

x∈X。
其中:F:X→P0(Y)为一个集值映射,且对于每个x∈X,都有F(x)≠∅。

定义3[20] 设F:X→P0(Y)为一个集值映射,C∈Ω。有:

1)
 

若x∈X 且F(x)⪯l
CF(x)⇒F(x)⪯l

CF(x),则称
 

x∈X 为(⪯l
C-SOP)的C-l-极小解;

2)
 

若x∈X 且F(x)⪯l
CF(x)⇒F(x)⪯l

CF(x),则称
 

x∈X 为(⪯l
C-SOP)的C-l-极大解。

显然,如果
 

x∈X 是(⪯l
C-SOP)的C-l-极小解,且x∈X 满足F(x)∈[F(x)]lC,那么x∈X 也是(⪯l

C-SOP)
的C-l-极小解。C-l-极大解同理。

定义4[11] 设S⊆P0(Y),给定函数T:P0(Y)→R。

1)
 

若对任意A,B∈S,A⪯l
CB⇒T(B)≤T(A)(或T(A)≤T(B)),则称该函数在S 上是l-递减的(或l-递

增的)。特别地,若A∈[B]lC,则T(A)=T(B)。

2)
 

若对任意A,B∈S,A≺l
CB⇒T(B)<T(A)(或T(A)<T(B)),则称该函数在S 上是严格l-递减的(或

严格l-递增的)。

2 Gerstewitz函数的相关性质

取定e∈-int
 

C。根据文献[11],本文定义基于co-radiant集C 的Gerstewitz函数如下:
定义5 设a∈Y,对于任意y∈Y,定义函数φC

e,a:Y→R:
 

φC
e,a(y)=min{t∈R:y∈te+a+C},且称函数φC

e,a

为基于co-radiant集C 的Gerstewitz函数。
定理1 函数φC

e,a 在Y 上是连续、递减且严格递减的。
证明 递减性。设y,y'∈Y 且y≤Cy',则有y'-y∈C,即:

y'∈y+C。 (1)
设φC

e,a(y)=t0,则由函数定义有y∈t0e+a+C。将该式代入式(1)可得y'∈t0e+a+C+C⊆t0e+a+C。因

此φC
e,a(y')≤t0=φC

e,a(y),递减性成立。
严格递减性。设y,y'∈Y 且y<Cy',记c'=y'-y∈int

 

C。设φC
e,a(y)=t0,则y∈t0e+a+C,从而存在

c∈C 使得y=t0e+a+c,且有y'=t0e+a+c+c'。因为c'∈int
 

C,则存在η>0使得c'+ηU⊆C。又因为e∈
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-int
 

C,则存在δ>0使得δ(-e)∈ηU⊆C-c',故c'+δ(-e)∈C,从而c+(c'-δe)=c+c'-δe∈C+C⊆C。
因此有y'=(t0-δ)e+a+c+c'-δe∈(t0-δ)e+a+C。故φC

e,a(y')≤t0-δ<t0=φC
e,a(y),严格递减性成立。

连续性。令u=-e∈int
 

C,则存在η>0,使得u+ηBY⊆C,其中BY 表示Y 中的单位开球。任取h∈Y,当

h≠0时,记λ=
2h
η
,则有 h

λ =η
2<η

,从而可得
 

u+
h
λ∈C

,u-
h
λ∈C

。由C(0)的定义及它作为锥的性质可

得-λe+h=λu+
h
λ  ∈C(0),-λe-h=λu-

h
λ  ∈C(0)。亦即h∈λe+C(0),-h∈λe+C(0)。现设y∈Y

且t∈R满足y∈te+a+C。由h∈λe+C(0)及引理2中的1)可得y+h∈(t+λ)e+a+C+C(0)⊆(t+λ)e+
a+C。因此,

 

φC
e,a(y+h)≤φC

e,a(y)+λ。另一方面,由-h∈λe+C(0)可得y=y+h+(-h)∈(t+λ)e+a+
C,对任意满足y+h∈te+a+C 的t都成立,从而有φC

e,a(y)≤φC
e,a(y+h)+λ。

综上所述,有 φC
e,a(y+h)-φC

e,a(y)≤λ=
2
η

h ,故函数φC
e,a 在Y 上是连续的。 证毕

现在将向量a 替换为集合A∈P0(Y),得到函数φC
e,A:Y→R∪{-∞}:φC

e,A(y)=inf{t∈R:y∈te+A+C},
对任意y∈Y。该函数也保持连续、递减且严格递减的特性,且对任意y∈Y,有φC

e,A(y)=infa∈A{φC
e,a(y)}。

定理2 设A∈P0(Y),C∈Ω,则A 为C-真集当且仅当对每个y∈Y,都有φC
e,A(y)>-∞。

 

证明 必要性。假设存在y0∈Y 使得φC
e,A(y)=-∞,则对任意t∈R都有y0∈te+A+C,即存在at∈A,

ct∈C,满足y0=te+at+ct,从而有:

at=y0-te-ct。 (2)
又因-e∈int

 

C⊆C(0),则当t→-∞时,te= t (-e)∈C(0)。结合式(2)可得:

y0-te=at+ct∈A+C。 (3)
另外,对任意y∈Y,存在c'∈C 使得y=(y0-te)+c',将该式代入式(3)可得y=(at+ct)+c'=at+(ct+c')∈
A+C。从而对任意y∈Y,都有y∈A+C=Y,这与A 为C-真集矛盾,故假设不成立,所以φC

e,A(y)>-∞。
充分性。假设A 不是C-真集,那么对任意y∈Y,存在a∈A,c∈C,满足y=a+c。又由-e∈int

 

C⊆
C(0),且对任意t<0,te= t (-e)∈C(0),结合引理2可得A+C=A+(C+C(0))⊆ t (-e)+A+C=
te+A+C。又因A+C=Y,故对任意y∈Y,y∈te+A+C 对任意t都成立。结合定义5中Gerstewitz函数的

定义,可得φC
e,A(y)=-∞,这与φC

e,A(y)>-∞矛盾,故假设不成立,所以A 为C-真集。 证毕

注2 显然,若A∈P0(C)(Y),由定理2知φC
e,A(·)是实函数。

定理3 设A∈P0(C)(Y),r∈R且C∈Ω,则对任意y∈Y 有:1)
 

φC
e,A(y)<r⇔y∈re+A+int

 

C;2)
 

φC
e,A(y)≤

r⇔y∈re+cl(A+C);3)
 

φC
e,A(y)≥r⇔y∉re+A+int

 

C;4)
 

φC
e,A(y)=r⇔y∈re+∂(A+C);5)

 

φC
e,A(y)>r⇔

y∉re+cl(A+C)。
证明 1)的必要性。因为φC

e,A(y)<r,则存在t0<r,a0∈A 及k0∈C 使得y=t0e+a0+k0=re+a0+
(k0+(t0-r)e)。由e∈-int

 

C 可知,存在ε0>0使得Uε0
(e)⊆-int

 

C。任取ε∈(0,ε0)且满足ε<r-t0。令

t=r-ε,则有t>t0。从而存在a∈A 和k∈C 使得y=te+a+k=re+a+(k+(t-r)e)。因为(t-r)e∈
Uε0
(-e)⊆int

 

C,故(t-r)e∈int
 

C。又因k∈C⊆C(0),则结合定理1有k+(t-r)e⊆C(0)+int
 

C=int
 

C。
从而y∈re+A+int

 

C。

1)的充分性。假设y=re+a+h,其中a∈A,h∈int
 

C。那么存在h 的一个领域V 使得h+V⊆int
 

C。令

u=-e∈int
 

C,则当λ→0时有λu→0。于是存在足够小的λ>0使得-λu∈V。从而有h-λu∈int
 

C⊆C,于是

得到y=re+a+h=(r-λ)e+a+(h-λu)∈(r-λ)e+A+C。因此,存在t=r-λ<r 使得y∈te+A+C。
即φC

e,A(y)≤t<r。

2)的必要性。若φC
e,A(y)<r,则由式(1)可知y∈re+A+int

 

C⊆re+cl(A+C)。现在假设φC
e,A(y)=r,则

由下确界定义得,存在序列tn<r且tn→r与相应的an∈A 及kn∈C 使得对任意n∈N都有:y=tne+an+kn。
上式与y-re=(an+kn)+(tn-r)e等价。又因tn→r,则(tn-r)e→0,故而有an+kn=(y-re)-(tn-r)e→
y-re。因此,当n→∞时有y-re∈cl(A+C),从而y∈re+cl(A+C)。

2)的充分性。由y∈re+cl(A+C)得y-re∈cl(A+C)。由闭包的性质知存在序列bn=an+kn∈A+C,
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使得n→∞时,bn→y-re成立,其中:an∈A,kn∈C,n∈N。对于任意n∈N,有y-r+
1
n  e=y-re-1ne=

an+kn-
1
ne
。又因-e∈int

 

C,则-
1
ne∈C

(0),再结合引理1有an+kn-
1
ne⊆A+C+C(0)=A+C,故对任

意n∈N有y∈r+
1
n  e+A+C,从而φC

e,A(y)≤r。

由1)可知3)显然成立。

4)的必要性。由2)有φC
e,A(y)≤r⇔y∈re+cl(A+C)。由3)有φC

e,A(y)≥r⇔y∉re+A+int
 

C。又因对

于任意集合A,∂A=cl
 

A\int
 

A 成立,则显然有φC
e,A(y)=r⇒y∈re+∂(A+C)。

4)的充分性。由y∈re+∂(A+C)⊆re+cl(A+C),结合2)得φC
e,A(y)≤r。又因∂(A+C)∩int(A+C)=

∅,所以y∉re+A+int
 

C。结合3)得φC
e,A(y)≥r。故φC

e,A(y)=r。
由2)可知5)显然成立。 证毕

定理4 设A,B∈P0(C)(Y)且y∈Y,则以下结论成立:1)
 

若A 是C-闭集,则φC
e,A(y)=mina∈A{φC

e,a(y)};

2)
 

若A⪯l
CB,则φC

e,A(y)≤φC
e,B(y),特别地,若A∈[B]lC,则φC

e,A(y)=φC
e,B(y);3)

 

若A≺l
CB 且B 是C-闭集,则

φC
e,A(y)<φC

e,B(y)。
证明 结论1)的证明。因为对任意的a∈A 有te+a+C⊆te+A+C,故而有{t y∈te+a+C}⊆

{ty∈te+A+C}。又由于对所有a∈A 满足φC
e,a(y)≥φC

e,A(y),因此mina∈A{φC
e,a(y)}≥φC

e,A(y)。另一方面,
由C-闭集的定义有y∈te+A+C⇔y∈te+A,即存在a∈A 使得y=te+a。又因0∈C,故而y∈te+a+C,即

φC
e,a(y)≤t。取t=φC

e,A(y),则有φC
e,A(y)≥φC

e,a(y)对某a∈A 成立。综合上述,φC
e,A(y)=mina∈A φC

e,a(y)  。

结论2)的证明。由于A⪯l
CB,即B⊆A+C,则对任意t有te+A+C⊆te+B+C,故有{ty∈te+A+C}⊆

{ty∈te+B+C}。因此,φC
e,A(y)≤φC

e,B(y)。若A∈[B]lC,则A+C=B+C=A,从而te+A+C=te+B+
C,故φC

e,A(y)=φC
e,B(y)。

结合以上得证的结论1)、C-闭集及函数φC
e,a 的严格递减性,结论3)显然成立。 证毕

定义6 定义函数Ge(·,·):P0(C)(Y)2→R∪{∞}为Ge(A,B)=supb∈B{φC
e,A(b)},对任意的(A,B)∈

P0(C)(Y)2。特别地,如果A 是C-闭集且r∈R,则由定理3中的2)有:

Ge(A,B)≤r⇔B⊆re+A+C。
定理5 设B∈P0(C)(Y)且C∈Ω,则B 是C-有界的当且仅当Ge(C,B)<∞。
证明 必要性。因为e∈-int

 

C,所以-e∈int
 

C⊆int
 

C(0)。取0X 的邻域U,其中U 满足:

U=e+int
 

C(0)。 (4)
因为B 是C-有界的,那么对邻域U,存在α>0使得:

B⊆αU+C。 (5)
将式(4)代入式(5)得B⊆α(e+int

 

C(0))+C=αe+αint
 

C(0)+C⊆αe+C(0)+C⊆αe+C。从而对任意b∈
B,存在c∈C 使得b=αe+c,即b∈αe+C,则φC

e,C(b)≤α<∞。
充分性。假设Ge(C,B)<∞,那么存在r∈R使得Ge(C,B)<r。即对任意b∈B,有φC

e,C(b)<r。由定理

3中的1)可知,上述不等式可表示为b∈re+int
 

C,即:

B⊆re+int
 

C。 (6)
设U'是0X 的任意邻域,考虑λ>0使得λe∈λU',结合式(6)得B⊆rU'+int

 

C⊆rU'+C。因此B 是C-有界的。
证毕

定理6 设A∈P0(C)(Y)是C-闭集且B∈P0(C)(Y),若Ge(A,B)<∞,则:

Ge(A,B)=min{t∈R:B⊆te+A+C}。
证明 令集合T={t∈R Ge(A,B)≤t},则由Ge(A,B)<∞与式(4)得min{T}=Ge(A,B)。 证毕

定理7 设A∈P0(C)(Y)是C-闭集且B∈P0(C)(Y)为C-紧集,若Ge(A,B)<∞,则:

Ge(A,B)=maxb∈B{φC
e,A(b)}。

证明 设Ge(A,B)=supb∈B{φC
e,A(b)}=m,但对任意b∈B 均有φC

e,A(b)<m,因此存在λb>0使得b∈
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(m-λb)e+A+C。考虑A 的一个邻域Ub,它满足

Ub=A+
λb

2e+int
 

C, (7)

则可得B⊆∪
λb

(m-λb)e+Ub+C。因为B 为C-紧集,取有限子覆盖并结合式(7)可得B⊆∪r
i=1 m-

λi

2  e+A+

int
 

C。设最大系数m'=m-
λ1
2<m,这与定理6矛盾,故前面的假设不成立,从而存在b∈B 使得Ge(A,B)=

maxb∈B{φC
e,A(b)}成立。 证毕

定理8 设A 是C-有界的,B∈P0(C)(Y),则B 是C-有界的当且仅当Ge(A,B)<∞。
证明 必要性。假设B 是C-有界的,结合函数φC

e,A(·)的定义可得φC
e,A(b)=infa∈A{φC

e,C(b-a)}。固定

任意a0∈A,可得对所有b∈B 有φC
e,A(b)≤φC

e,C(b-a0),因此有:

Ge(A,B)=supb∈B{φC
e,A(b)}≤supb∈B{φC

e,C(b-a0)}=Ge(C,B-a0)。
又因B 是C-有界的,结合定理5可得Ge(C,B-a0)<∞,故Ge(A,B)<∞。

充分性。设Ge(A,B)=r,则对所有b∈B 都有φC
e,A(b)≤r。任取α>0,那么φC

e,A(b)<r+α。结合定理3
中的1)可得b∈(r+α)e+A+C,即B⊆(r+α)e+A+C。任取0X 的邻域U,由A 是C-有界的知存在λ>0使

得B⊆(r+α)e+A⊆λU+C,故B 是C-有界的。 证毕

定理9 设A,B,D∈P0(C)(Y),C∈Ω,则以下结论成立:1)
 

若B∈[A]lC,则Ge(A,·)=Ge(B,·);

2)
 

Ge(·,A)在P0(C)(Y)上是l-递增的;3)
 

Ge(A,·)在P0(C)(Y)上是l-递减的;4)
 

若B∈[D]lC,则Ge(·,B)=
Ge(·,D);5)

 

若B∈[A]lC,则Ge(A,B)=Ge(B,A)。
证明 结论1)的证明。由定理4的结论2)有φC

e,B(y)=φC
e,A(y),故supy∈A{φC

e,B(y)}=supy∈B{φC
e,A(y)},

即Ge(A,·)=Ge(B,·)。
结论2)的证明。设B⪯l

CD,然后证Ge(B,A)≤Ge(D,A)。由定理4的结论2)有φC
e,B(y)≤φC

e,D(y)。取

a∈A,则由B⪯l
CD 可得φC

e,B(a)≤φC
e,D(a),故supa∈A{φC

e,B(a)}=supa∈A{φC
e,D(a)},即Ge(B,A)≤Ge(D,A)。

故,Ge(·,A)在P0(C)(Y)上是l-递增的。
结论3)的证明。由φC

e,A(·)是一个递减的函数可知若有B⪯l
CD,即D⊆B+C,那么对任意d'∈D,都存在

b'∈B 及c'∈C 使得d'=b'+c'。从而d'-b'=c'∈C,即b'≤d',因此φC
e,A(d')≤φC

e,A(b'),supd'∈D{φC
e,A(d')}≤

supb'∈B{φC
e,A(b')},即Ge(A,D)≤Ge(A,B)。因此Ge(A,·)在P0(C)(Y)上是l-递减的。

结论4)的证明。由以上得证的结论3)知,对于任意A∈P0(C)(Y),Ge(A,·)在P0(C)(Y)上是l-递减的,即
当B⪯l

CD 且D⪯l
CB 时,有:Ge(A,D)≤Ge(A,B),Ge(A,B)≤Ge(A,D)。从而Ge(A,B)=Ge(A,D)。由A

的任意性得Ge(·,B)=Ge(·,D)。
结论5)的证明。因为B∈[A]lC,由以上得证的结论1)可得Ge(A,·)=Ge(B,·)。对任意集合 X∈

P0(C)(Y)有Ge(A,X)=Ge(B,X)。取X=B,有Ge(A,B)=Ge(B,B);又由以上得证的结论4)得Ge(·,B)=
Ge(·,A)。对任意集合X∈P0(C)(Y)有Ge(X,B)=Ge(X,A)。取X=B,有Ge(B,B)=Ge(B,A)。综合上

述,Ge(A,B)=Ge(B,A)。 证毕

定理10 设A 为C-紧集,则:1)
 

Ge(A,·)在C-紧集上是严格l-递减的;2)
 

Ge(·,A)在C-紧集上是严格

l-递增的。
证明 首先证明1)。设B,D 是C-紧集且B≺l

CD,则由定理8和定理7可知,存在d'∈D 使得Ge(A,D)=
maxd∈D{φC

e,A(d)}=φC
e,A(d')。又因D⊆B+int

 

C,从而存在b'∈B 和c∈int
 

C 满足d'=b'+c'。由φC
e,A(·)的

严格递减性可得φC
e,A(d')<φC

e,A(b'),从而有Ge(A,D)<Ge(A,B),故Ge(A,·)在C-紧集上是严格l-递减的。
接着证明2)。设B,D 是C-紧集且B≺l

CD,则由定理4的结论3)知对任意a∈A 有φC
e,B(a)<φC

e,D(a),从
而supa∈A{φC

e,B(a)}<supa∈A{φC
e,D(a)},即Ge(B,A)<Ge(D,A),故Ge(·,A)在C-紧集上是严格l-递增的。

证毕

定理11 设A∈P0(C)(Y)是C-闭集,则以下结论成立:1)
 

Ge(A,A)=0;2)
 

若A∈[B]lC,则Ge(A,B)=
Ge(B,A)=0;3)

 

A⪯l
CB 当且仅当Ge(A,B)≤0。
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证明 结论1)的证明。对任意A∈P0(C)(Y),有A+C⊆A+C,从而A⪯l
CA+C;又因A⊆A+C⊆A+C+

C,从而A+C⪯l
CA;因此A∈[A+C]lC。又由定理9的结论1)和结论4)有Ge(A,A)=Ge(A,A+C),因此只

需证Ge(A,A+C)=0即可。因为A 为C-闭集且C-真集,所以∂(A+C)≠∅,从而由定理3的4)可知,存在

y∈∂(A+C)使得φC
e,A(y)=0,故Ge(A,A+C)=0。所以Ge(A,A)=0。

结论2)的证明。因为A∈[B]lC,由定理9的结论5)可得Ge(A,B)=Ge(B,A),又由定理9的结论1)可知

对任意集合X 有Ge(A,X)=Ge(B,X),取X=A,那么Ge(A,A)=Ge(B,A)。再结合以上得证的结论1)可
得Ge(A,B)=Ge(B,A)=Ge(A,A)=0。

由定理9的结论2)、以上得证的结论1)及定理6,结论3)显然成立。 证毕

推论1 设A,B 是C-紧集,则:1)
 

Ge(A,B)<0当且仅当A≺l
CB;2)

 

Ge(A,B)≥0当且仅当A≺l
CB 不成

立;3)
 

Ge(A,B)=0当且仅当A≺l
CB 且A≺l

CB 不成立。

证明 1)的必要性。若Ge(A,B)<0,则对所有的b∈B
 

都有φC
e,A(b)<0。由定理3中的1),有B⊆A+

int
 

C,所以A≺l
CB。

1)的充分性。若A≺l
CB,由定理10中的1)和定理11的结论1)有Ge(A,B)<Ge(A,A)=0。

由1)可知2)和3)显然成立。 证毕

3 (⪯l
C-SOP)的标量化研究

设M(P0(C)(Y),R)为从P0(C)(Y)到R的所有函数的集合。

定理12 考虑(⪯l
C-SOP),假设映射F 在集合X 上是C-闭值且C-有界的,x0∈X,则x0 是(⪯l

C-SOP)的

C-l-极大解(或C-l-极小解)当且仅当存在函数T∈M(P0(C)(Y),R)在P0(C)(Y)上l-递减的(或l-递增的),且满

足以下条件:1)
 

若x∈X 且F(x)∈[F(x0)]lC,则T(F(x))=0;2)
 

若x∈X 且F(x)∉[F(x0)]lC,则T(F(x))>0;

3)
 

若A∈P0(C)(Y)且F(x0)⪯l
CA(或A⪯l

CF(x0)),则T(A)≤0。
证明 此处证明x0 是C-l-极大解的情况,x0 是C-l-极小解时同理。

必要性。假设x0 是(⪯l
C-SOP)的C-l-极大解,对于任意e∈-int

 

C,由定理9的结论3)可以得到T(·)=
Ge(F(x0),·)∈M(P0(C)(Y),R)在P0(C)(Y)上是l-递减的,因此只需证明T 满足条件1)~3)即可。

由定理11的结论2)可知,若x∈X 且F(x)∈[F(x0)]lC,那么T(F(x))=Ge(F(x0),F(x))=0,从而条件

1)成立;由定理11的结论3)可知,若A∈P0(C)(Y)且F(x0)⪯l
CA,则T(A)=Ge(F(x0),A)≤0,从而条件3)成立;

对于条件2),因为x0 是(⪯l
C-SOP)的C-l-极大解,那么对每个x∈X 使得F(x)∉[F(x0)]lC 都有F(x0)⪯/lCF(x),

则由定理11的结论3)有T(F(x))=Ge(F(x0),F(x))>0。
充分性。如果对于某个在P0(C)(Y)上具有l-递减性质的函数T∈M(P0(C)(Y),R)而言,条件1)~3)均成

立,那么假设存在x'∈X 使得F(x')∉[F(x0)]lC 且F(x0)⪯l
CF(x'),则由条件2)有T(F(x'))>0;由条件3)

有T(F(x'))≤0。这2个不等式显然矛盾,故假设不成立,从而x0 是(⪯l
C-SOP)的C-l-极大解。 证毕

设T∈M(P0(C)(Y),R),若映射F 在集合X 上为C-真值,则可以建立如下标量优化问题(SPT):

min
 

T(F(x)),

s.t.
 

x∈X。
定义7 若对所有x∈X,均有T(F(x0))≤T(F(x)),则称x0∈X 为(SPT)的解。

根据定理12,得到(⪯l
C-SOP)的如下标量化结果。

定理13 假设映射F 在集合X 上是C-闭值且C-有界的,则x0∈X 是(⪯l
C-SOP)的C-l-极大解(或C-l-极

小解)当且仅当存在函数T∈M(P0(C)(Y),R)在P0(C)(Y)上l-递减的(或l-递增的),满足:1)
 

x0 是(SPT)的解;

2)
 

对任意x∈X,均有F(x)∈[F(x0)]lC⇔T(F(x))=0。
推论2 假设映射F 在集合X 上是C-闭值且C-有界的。设e∈-int

 

C,则x0∈X 是(⪯l
C-SOP)的C-l-极

大解(或C-l-极小解)当且仅当x0 是标量问题
min

 

Ge(F(x0),F(x))

s.t.
 

x∈X 或
min

 

Ge(F(x),F(x0))

s.t.
 

x∈X 的解,并且对任

意x∈X 均有Ge(F(x0),F(x))=0⇔F(x)∈[F(x0)]lC 或Ge(F(x),F(x0))=0⇔F(x)∈[F(x0)]lC。
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4 结束语

本文结合co-radiant集性质与Gerstewitz函数理论研究了基于co-radiant集的广义Gerstewitz函数及集优

化标量化方法。研究证实,在凸co-radiant集、闭集或紧集等特定结构下,该广义函数具备连续、递减且严格递减

特性。在此基础上,本文探究了集优化问题与相应标量化问题解之间的关系,得到了相应的标量化结果。研究

结果为集优化问题的求解提供了新的理论依据,丰富了co-radiant集与Gerstewitz函数相关领域的理论研究。
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Abstract:
 

To
 

explore
 

the
 

properties
 

of
 

the
 

generalized
 

Gerstewitz
 

function
 

based
 

on
 

co-radiant
 

sets
 

and
 

the
 

scalarization
 

methods
 

for
 

set
 

optimization
 

problems,
 

this
 

paper
 

conducts
 

research
 

by
 

leveraging
 

the
 

definition
 

and
 

properties
 

of
 

co-radiant
 

sets
 

and
 

combining
 

the
 

theory
 

of
 

generalized
 

Gerstewitz
 

functions.
 

Through
 

the
 

study
 

of
 

the
 

continuous
 

and
 

decreasing
 

properties
 

of
 

the
 

generalized
 

Gerstewitz
 

function,
 

this
 

paper
 

investigates
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

solutions
 

of
 

set
 

optimization
 

problems
 

and
 

the
 

corresponding
 

scalarized
 

problems,
 

and
 

obtains
 

the
 

corresponding
 

scalarization
 

results.
 

The
 

research
 

results
 

provide
 

a
 

new
 

theoretical
 

basis
 

for
 

solving
 

set
 

optimization
 

problems
 

and
 

enrich
 

the
 

theoretical
 

research
 

in
 

the
 

fields
 

of
 

co-radiant
 

sets
 

and
 

Gerstewitz
 

functions.
Keywords:

 

set
 

optimization;
 

generalized
 

Gerstewitz
 

function;
 

co-radiant
 

set;
 

scalarization
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