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摘要:针对经典Kaczmarz方法在求解渐近奇异线性方程组时收敛速度剧降的问题,提出具有一致稳定收敛率的鲁棒算

法。将系数矩阵的行空间视为Grassman流形中的子空间,引入了一种具有行秩退化特点的渐近奇异矩阵新概念,并定义

了渐近核空间与渐近对偶核空间。在此基础上,通过子空间校正框架,提出了鲁棒 Kaczmarz方法,并利用Xu-Zikatanov
恒等式完成了收敛性分析。最后,基于Kaczmarz和坐标下降法的等价性及渐近核与对偶核之间的关系,提出了鲁棒坐标

下降算法,并证明了鲁棒Kaczmarz方法和鲁棒坐标下降算法之间的等价性。理论分析证明,所提出的鲁棒Kaczmarz方

法和鲁棒坐标下降算法在求解渐近奇异线性方程组时具有一致稳定收敛速率。数值实验验证了算法的鲁棒性与有效性。
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1 研究背景

线性方程组广泛应用于各种领域,包括但不限于图像处理、信号处理、经济建模、控制系统等。在这些应用

中,线性方程组的解往往代表着关键信息或决策的基础。因此,研究如何高效、准确地求解线性方程组具有重要

意义。随着计算技术的不断发展,迭代方法因具有灵活性和高效性而受到越来越多的关注。特别是在处理大规

模线性方程组时,迭代方法往往比直接方法更具优势[1]。
渐近奇异线性方程组是理论研究和实际应用中常见的问题,如CT重建[2]和不可压缩线性弹性问题的稳定

离散化[3]等都是渐近奇异线性方程组的典型例子。如何设计出适用于渐近奇异线性方程组的鲁棒迭代算法,成
为学者关注的问题。

Kaczmarz方法[4]是求解线性方程组的重要迭代方法之一,该方法的核心思想是通过逐行处理线性方程组系

数矩阵,逐步逼近方程的解。考虑一个相容的线性方程组:

Ax=b, (1)
其中:A∈Rm×n,b∈Rm。从任意初始向量x0∈Rn 开始,经典Kaczmarz方法如下所示:

xk+1=xk+
bi-A(i)xk

A(i)
2 AT

(i),
 

i=k
 

mod
 

m。 (2)

其中:A(i)表示 A 的第i 行,bi 是b 的第i 个分量。Strohmer等人[5]提 出 了 随 机 Kaczmarz(randomized
 

Kaczmarz,RK)方法,并证明了该方法的收敛速度为ρk,其中收缩因子为ρ=1-1/κ2(A),而κ(A)和σ+
min(A)分

别代表A 的比例条件数[6]和A 的最小非零奇异值,其中κ(A)∶= A F/σ+
min(A)。在此之后,文献中涌现出许多

Kaczmarz算法的变体[7-10]。
众所周知,Kaczmarz方法求解式(1)等价于用坐标下降(coordinate

 

descent,
 

CD)方法求解如下无约束优化

问题:
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min
y∈Rm  

g(y)=
1
2 ATy 2+bTy。 (3)

对于这个无约束优化问题,CD的迭代过程具体由下式给出:

yk+1=yk-
1
Li

UiUT
i �g(yk),i=k

 

mod
 

m。 (4)

其中:Li>0表示步长,Ui>0表示m 阶单位矩阵的第i列。若Li= A(i)
-2,将式(4)两边乘以-AT,就可得到

经典的Kaczmarz迭代式,也即为式(2)。Nesterov提出了式(4)的随机版本[11],对于一般的凸目标函数,该迭代

的收敛速度为O(1/k)。同时,Nesterov还提出了加速坐标下降法(accelerated
 

coordinate
 

descent
 

method,

ACDM)[11],以实现更快的收敛速度O(1/k2);对于强凸的目标函数,ACDM 具有线性收敛速率。将ACDM 应

用于式(1)的对偶问题,即可得到用于求解式(1)的加速随机Kaczmarz(accelerated
 

randomized
 

Kaczmarz,ARK)
方法[12],若λmin(ATA)>0,ARK的收敛速度为(1-m-1/2/κ(A))k。

此外,子空间校正(successive
 

subspace
 

correction,SSC)法是分析Kaczmarz算法极有力的工具之一。Xu等

人[13]提出了子空间校正方法的一般理论框架和著名的Xu-Zikatanov恒等式(以下简称XZ等式)。在SSC框架

下,Oswald等人[14]证明了循环Kaczmarz方法收敛到最小二乘解xLS,收缩因子为1-c/(κ2(D-1/2A)),其中c=
O(ln

 

m)是一个正常数。
综上可见,Kaczmarz方法的收敛性严重依赖于系数矩阵的条件数κ(A)。对于渐近奇异线性方程组,由于病

态条件数导致收缩因子接近1,从而收敛速度变得极为缓慢。CD法在求解线性方程组对偶问题时,与求解原线

性方程组的Kaczmarz方法完全等价。基于此等价关系,CD法在求解渐近奇异线性方程组时,必然有相同的缺

陷,收敛性能将随线性方程组病态程度加剧而恶化。
考虑如下相容线性线性方程组:

A(ε)x=b, (5)
其中:A(ε)∈Rm×n,并依赖于一个小参数ε>0,b∈Im(A(ε))保证了相容性。这里,b∈Im(A(ε))表示A(ε)的列

空间。当ε→0+时,A(ε)变得病态,因为σ+
min(A(ε))→0。考察一个简单例子:

A(ε)=  
1 -1
1+ε -1+ε

 
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 。 (6)

如表1所示,减小ε会急剧增大κ(A),并且Kaczmarz方法变得低效。这就引出了本文的主要动机:如何克服渐

近奇异性对Kaczmarz方法带来的影响?

表1 参数ε不同取值下的κ(A)及Kaczmarz方法的迭代次数

Tab.1 κ(A)and
 

the
 

number
 

of
 

iterations
 

for
 

the
 

Kaczmarz
 

method
 

under
 

different
 

values
 

of
 

ε

ε
迭代次数

κ(A) Kaczmarz方法
ε

迭代次数

κ(A) Kaczmarz方法

1/3 38  157 1/27 2
 

918 12
 

011

1/9 326 1
 

342 1/81 26
 

246 108
 

033

2 预备知识

本节将介绍一些相关的预备知识,包括基本符号、Grassman流形以及SSC框架。

2.1 符号说明

设V 为一个有限维Hilbert空间,内积为 (·,·),诱导范数为 · = (·,·)。用 􀳬(V)表示所有从V
到V 的线性映射的集合。恒等映射I:V→V 定义为对所有v∈V 满足Iv=v。如果W 是一个子空间,W⊂V,则定

义包含算子ιW→V:W→V 为恒等算子在上的限制,即ιW→V=IW。
给定任意A∈􀳬(V),它的算子范数为:

A V→V∶=sup
v =1

Av ,
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伴随算子A':V→V 由下式定义:
(A'u,v)=(u,Av),∀u,v∈V。

当A 是对称正定(symmetric
 

positive
 

definite,SPD)的,即A=A',且对所有v∈V\{0}有<Av,v>>0,还定义A-内积

(u,v)A∶=(Au,v),∀u,v∈V,

及它的诱导的A-范数 · A∶= (·,·)A 。对任意B∈􀳬(V),它的A-范数定义为:

B A∶= sup
v A=1

Bv A,

并用Bt:V→V 表示关于A-内积的伴随算子:
(Btu,v)A=(u,Bv)A,∀u,v∈V。

显然,对任意B∈􀳬(V),有(BA)t=B'A。特别地,如果B=B'是对称的,则(BA)t=BA,这意味着BA 关于A-内
积是对称的。

令 · 为向量核矩阵的标准2-范数,<·,·>为向量间的Euclid内积。对于一个线性子空间S(S⊂Rn),

dim(S)指该空间的维数。对于任意C∈Rm×n,用CT 和C† 分别表示C 的转置和Moore-Penrose伪逆,并令rank
 

C、
Ker(C)和Im(C)分别表示C 的秩、核空间和值域(或称列空间)。CT 的值域称为C 的行空间,通常记为Row(C)。
一个基本事实是,对所有C∈Rm×n,有Row(C)=Row(CTC),这意味着dim(Row(C))=rank(CCT)。对于一个

对称矩阵C∈Rm×n,令λmin(C)和λmax(C)分别为C 的最小、最大特征值。如果C 是对称半正定的,则用λ+
min(C)

表示C 的最小非零特征值,即:

λ+
min(C)∶= min

v∈Im(C)/{0}
 

<Cv,v>/v 2。 (7)

2.2 Grassman流形

设n,p∈N+且满足p≤n。Grassman流形Grass(p,n)由Rn 中所有p 维子空间构成。
定义1(Grass(p,n)上的间隔度量) 对于任意U,W∈Grass(p,n),间隔度量定义为:

Δ(U,W)∶= PU-PW ,
其中:PU:Rn→U 和PW:Rn→W 均是正交投影算子。

众所周知,配备了间隔度量Δ(·,·)的Grassmann流形Grass(p,n)构成一个完备度量空间。
引理1 设A:[0,δ]→Rm×n 是一个逐分量连续的矩阵值函数。如果对于所有ε∈[0,δ]有Row(A(ε))∈

Grass(r,n),那么:

lim
ε→0+
Δ(Row(A(ε)),Row(A(0)))=0。

证明 到子空间Row(A(ε))的正交投影算子PA(ε):Rn→Row(A(ε))由下式给出:

PA(ε)=AT(ε)(A(ε)AT(ε))†A(ε),
其中:(·)† 表示 Moore-Penrose伪逆。由于A(ε)逐分量连续且对所有ε∈[0,δ]有Row(A(ε))∈Grass(r,n),
可以断言A(ε)AT(ε)也是连续的,且rank(A(ε)AT(ε))=dim

 

Row(A(ε))=r,并对所有ε∈[0,δ]成立。根据

文献[15],可得(A(ε)AT(ε))† 是连续的,因此PA(ε)也是连续的。特别地,由定义1有:

lim
ε→0+
Δ(Row(A(ε)),Row(A(0)))=lim

ε→0+
PA(ε)-PA(0) =0。 证毕

2.3 SSC方法

设V 是一个有限维Hilbert空间,带有内积(·,·)及诱导范数 · ,· = (·,·)。给定一个SPD线

性算子A:V→V 和f∈V,旨在寻求u∈V 使得:

Au=f。
下面简要重述一下求解式的逐次SSC的基本框架;全面介绍参考文献[13,16-17]。这样的框架对于分析

Kaczmarz迭代以及发展求解渐近奇异线性方程组的鲁棒变体至关重要。

2.3.1 方法介绍

考虑一个有限维的辅助空间{Vj}Jj=1 的有限序列。每个Vj 不一定是V 的子空间,但通过线性算子Rj:Vj→
V 与V 相关联,该算子满足以下分解假设。

假设1 V=∑
J

j=1
RjVj 成立。
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根据假设1,对于任意v∈V,有v=∑
J

j=1
Rjvj,其中vj∈Vj,1≤j≤J。这里不要求这样的分解是直和,即v的

表示不必是唯一的。对于每个辅助空间,还提出以下假设。
假设2 对于1≤j≤J,Vj 是一个Hilbert空间,具有内积aj(·,·)。

设R*
j :V→Vj 为Rj 的伴随算子,即:

aj(R*
jv,vj)=(v,Rjvj),∀vj∈Vj,v∈V。

定义线性算子Tj:V→Vj 如下:

aj(Tjv,vj)=(v,Rjvj)A,∀vj∈Vj,v∈V。
显然,Tj 是Rj 关于A-内积的伴随算子,且Tj=R*

jA。注意RjR*
j :V→V 是对称的,因此RjTj=RjR*

jA,则有

RjTj 关于A-内积是对称的。

带松弛的SSC方法如下所示[17]。给定uk∈V,令vk,1=uk,并通过下式更新uk+1=vk,J+1:

vk,j+1=vk,j+ωRjR*
j (f-Avk,j),j=1,…,J,

其中:ω>0为松弛参数。上述格式可改写为乘法Schwarz迭代:

uk+1=uk+Bssc(ω)(f-Auk), (8)
其中:迭代算子Bssc(ω):V→V

 

满足I-Bssc(ω)A=(I-ωRJTJ)·…·(I-ωR1T1)。

2.3.2 收敛理论

基于假设1,引入一个乘积型的辅助空间
 

V
~
∶=V1×V2×…×VJ 以及相应的内积 (u~,v~)

V
~ ∶=∑

J

j=1
aj(uj,vj),

对所有
 

u~,v~∈V
~

成立,其中
 

u~j=uj,v
~
j=vj。诱导范数为 ·

V
~∶= (·,·)

V
~ 。定义线性算子􀰧 :V

~
→V 为:

􀰧u~ =∑
J

j=1
Rju

~
j =∑

J

j=1
Rjuj。

可知􀰧 :V
~
→V 是满射,即􀰧 是满射。用􀰧 ★:V→V

~
表示􀰧 的伴随算子:

(􀰧 ★u,v~)
V
~=(u,􀰧v~)。

还定义􀰧 关于A-内积的伴随算子:
(􀰧 au,v~)

V
~=(u,􀰧v~)A。

显然􀰧 a=(A􀰧 )★=􀰧 ★A。

令
 

A
~
=􀰧 ★A􀰧 为扩展算子。若将每个

 

v~∈V
~

写成一个“列向量”,则按一致的块形式有:

􀰧 =(R1,…,RJ)且
 

A
~
=  

T1R1 T1R2 … T1RJ

T2R1 T2R2 … T2RJ

︙ ︙ ︙

TJR1 TJR2 … TJRJ

 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

,R*=  

R★
1

R★
2

︙

R★
J

 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

,v~=  

v1
v2
︙

vJ

 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

。

现在考虑块分裂
 

A
~
=D

~
+L

~
+U

~,其中
 

D
~
=diag(A

~)表示块对角部分,U
~
=triu(A

~)是严格上块三角部分。不难验证

L
~
'=U

~
和

 

D
~
'=D

~。

在以下等价于2I
~
-ωD

~
是SPD的假设下,可以建立式(8)的收敛性结果。该结果被称为著名的 XZ等

式[13],为本文分析Kaczmarz迭代及变体提供了有力工具。

假设3 2I
~
-ωD

~
是SPD的。或者等价地,ω∈(0,2/D

~

V
~
→V
~)。

引理2[13](XZ等式) 在假设1、假设2和假设3下,Schwarz迭代式收敛,也即式(8)收敛,且:

I-Bssc(ω)A 2
A=1-

1
c0(ω)

,

上式中的有限正常数c0(ω)定义为:

c0(ω)∶=
1
ω sup

v A=1
 inf
􀰧v~=v
((2I

~
-ωD

~)-1(I
~
+ωU

~)v~,(I
~
+ωU

~)v~)
V
~。
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3 渐近奇异性

Lee等人[18]考虑了一种特殊的渐近奇异情形,即A(ε)=εI+A0,其中A0 为对称半正定矩阵。显然,对于当

ε→0+时,A(ε)的最小特征值逐渐趋于0。本节旨在将此类渐近奇异性质推广至更一般的非方阵情形。

3.1 渐近奇异性的定义

众所周知,Kaczmarz迭代本质上是一种行作用法[4],并且也可以重新表述到SSC框架[13-14]中,只需对A(ε)
的行空间进行适当的子空间分解,详见后文第4节。受此启发,现在不再关注最小特征值或奇异值的退化,而是

关注当ε趋近于0时Row(A(ε))的渐近行为。更精确地说,本文要求矩阵满足以下假设。
假设4 矩阵值函数A:[0,ε]→Rm×n 是逐分量连续的,且具有双块结构:

A(ε)=
A0(ε)

A1(ε)
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,∀0≤ε≤ε,

其中:ε>0,A0(ε)∈R
m0×n,A1(ε)∈R

m1×n,m0+m1=m。此外,对角部分

Dε∶=diag(A(ε)AT(ε)):[0,ε]→Rm×m

非退化,即:

η0I≺diag(A(ε)AT(ε))≺η1I,∀0≤ε≤ε, (9)
其中:0<η0≤η1<∞,且η0 和η1 均与ε无关。

从SSC的角度来看,行空间的稳定性起着关键作用。受此启发,引入以下渐近奇异性质的定义,该性质会导

致不稳定的子空间分解。
定义2 设

 

A:[0,ε]→Rm×n 是一个满足假设4的矩阵值函数。如果A(ε)满足以下条件,则称它在ε=0处

是渐近奇异的:

1)
 

对所有0<ε≤ε,有dim
 

Row(A0(ε))<dim
 

Row(A(ε));

2)
 

存在r0∈N+,使得对所有0≤ε≤ε,有dim
 

Row(A0(ε))=r0;

3)
 

存在Π∈R
m1×m0,使得A1(0)=ΠA0(0)。换句话说,有Row(A(0))⊂Row(A0(0))。

下面简要讨论一下上述定义。第1项表明Row(A0(ε))确实是Row(A(ε))的一个真子空间;第2项意味着

Row(A0(ε))的维数在ε∈[0,ε]上保持不变,并且在ε=0处是连续的。值得注意的是,当ε→0+时,在间隔度量

意义下,Row(A0(ε))收敛到Row(A0(0))。

引理3 设A:[0,ε]→Rm×n 满足假设4。若A(ε)是渐近奇异的,则对所有ε∈[0,ε],有Row(A0(ε))∈
Grass(r0,n),且lim

ε→0+
Δ(Row(A0(ε)),Row(A0(0)))=0,其中Δ(·,·)表示间隔度量(参见定义1)。

证明 将引理1应用于A0:[0,ε]→Rm×n,即得证。 证毕

然而,对于整个行空间Row(A(ε)),由于定义2中第3项的包含关系,在ε=0处发生了维数缩减。如果考

虑通过行向量对Row(A(ε))进行分解,那么当ε→0+时,这种分解是不稳定的。例如,设A(ε)由式(6)给出,它
对所有ε>0都有 Row(A(ε))=R2。取A0(ε)=[1,-1]和A1(ε)=[1+ε,-1+ε],显然对所有ε≥0有

dim
 

Row(A(ε))=1。因此,根据定义2知,A(ε)是渐近奇异的。

3.2 渐近核与渐近对偶核

接着引入渐近奇异矩阵A(ε)的渐近核,这对从SSC框架发展鲁棒迭代方法至关重要。
定义3 设A:[0,ε]→Rm×n 是一个满足假设4的矩阵值函数A(ε)的渐近核定义为:

Kerε(A(ε))∶=Ker(A0(ε))∩Row(A(ε))={AT(ε)y:A0(ε)AT(ε)y=0,y∈Rm}。
 

A(ε)的渐近对偶核定义为:

Ker
︿ 

ε(A(ε))∶=Ker(A0(ε)AT(ε))={y∈Rm:A0(ε)AT(ε)y=0}。
注1 易证得,渐近Kerε(A(ε))实际上是Row(A0(ε))在Row(A(ε))中的正交补。此外Kerε(A(ε))是渐

近对偶核Ker
︿ 

ε(A(ε))在映射AT(ε):Rm→Rn 下的像。由此可得dim
 

Kerε(A(ε))=dim Ker
︿ 

ε(A(ε))。当A(ε)
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满行秩时,dim
 

Kerε(A(ε))=dim Ker
︿ 

ε(A(ε))等号成立。

注2 设A:[0,ε]→Rm×n 是一个满足假设4的矩阵值函数。若A(ε)是渐近奇异的,则有正交直和:

Row(A(ε))=Kerε(A(ε))⊕Row(A0(ε)),
且存在ε1∈(0,ε]使得:

σ0(ε)=λ+
min(AT

0(0)A0(0))cos2θ1(ε)- A0(0)-A0(ε)2>0,∀ε∈[0,ε1],
其中:θ1(ε)∈[0,π/2]表示Row(A0(ε))与Row(A0(0))之间的最大典范角。此外,还可以证明:

λ+
min(AT

0(ε)A0(ε))≥σ0(ε)>0
以及

lim
ε→0+

σ0(ε)=λ+
min(AT

0(0)A0(0))。

以上结论可以表明λ+
min(AT(ε)A(ε))被λ+

min(AT
0

 (0)A0
 (0))的一个小扰动所界定,而λ+

min(AT
0(0)A0(0))与ε无关。

这对证明本文提出的方法的鲁棒收敛速度至关重要。
最后提供一个例子加以说明。
例1 考虑:

A(ε)=  
1 -2
1+ε -2+ε
2 -4

 
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥
􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,其中A0(ε)=[1,-2],A1(ε)=  

1+ε -2+ε
2 -4

 
􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 。

显然A(ε)是渐近奇异的。直接计算得:

Ker
︿ 

ε(A(ε))=span{[ε-5,5,0]T,[-2,0,1]T},KerεA(ε)=span{[2,1]T}。
则由式(7)可得:

λ+
min(AT

0(ε)A0(ε))=2,λ+
min(AT(ε)A(ε))=Oε2  。

注意,A(ε)不满行秩,且dim
 

Kerε(A(ε))<dim
 

Ker
︿ 

ε(A(ε))。

4 鲁棒Kaczmarz算法

本节关注渐近奇异线性方程组式(5),其中b∈Im(A(ε))且A:[0,ε]→Rm×n 满足假设4和定义2。求解式

(5)的经典Kaczmarz方法为[19]:

xk+1=xk+ω
bi-A(i)(ε)xk

A(i)(ε)2 AT
(i)(ε), (10)

其中:ω>0为松弛参数。由b∈Im(A(ε))可得式(5)是相容的。此时通解为x*=xLS+x̂,这里xLS=A+b 且
 

x̂∈Kerε(A(ε))。已知,若x0∈Kerε(A(ε)),则经典Kaczmarz方法收敛到xLS
[14]。为了克服渐近奇异性,受文

献[14,18]的启发,本节将渐近核Kerε(A(ε))(参见定义3)添加到式(10)的SSC设定中:

V∶=Row(A(ε)),配备Euclid内积
 

(x,y)∶=xTy;

A∶=I:V→V,是恒等算子,且
 

f∶=xLS;

V=∑
m+1

i=1
Vi,其中

 

Vi∶=R(1≤i≤m),Vm+1∶=Kerε(A(ε));

Ri∶=AT
(i)(ε):Vi→V(1≤i≤m),Rm+1=ι:Vm+1→V;

ai(xi,yi)=dixiyi,其中
 

di= A(i)(ε)2(1≤i≤m),am+1(x,y)=xTy。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(11)

基于如上设定,很容易验证假设1和假设2成立。另外,若去掉上式的最后一行以及Rm+1 的设定,则可以

得到经典Kaczmarz算法的SSC表达。容易发现:

Ti=R*
i =A(i)(ε)/di(1≤i≤m)。

同时,还可以得到正交投影:

Tm+1=R*
m+1∶=R:Row(A(ε))→Kerε(A(ε))。

121第2期             柯云营,等:渐近奇异线性方程组的鲁棒Kaczmarz算法



此时,对所有1≤i≤m+1,都有
2
ωI-TiRi=

2
ω-1>0

,从而有假设3成立。这导出如下SSC表述:给定xk∈

Row(A(ε)),令vk,1=xk,通过下式更新xk+1=vk,m+2:

vk,i+1=vk,i+ω
bi-A(i)(ε)vk,i

A(i)(ε)2 AT
(i)(ε),1≤i≤m,

vk,m+2=vk,m+1+ωR(xLS-vk,m+1),

􀮠

􀮢
􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁 (12)

其中:ω∈(0,2)。作为Kaczmarz方法的推广,上述方法被称为鲁棒Kaczmarz方法。它等价于定常迭代:

xk+1=xk+B1(ω)(xLS-xk),
不加核的经典Kaczmarz方法显然等价于定常迭代形式:

xk+1=xk+B0(ω)(xLS-xk), (13)
其中,迭代算子B0(ω):Row(A(ε))→Row(A(ε)满足:

I-B0(ω)A=(I-ωRJTJ)·…·(I-ωR1T1);
迭代算子B1(ω):Row(A(ε))→Row(A(ε))满足:

I-B1(ω)=(I-ωRm+1R*
m+1)(I-B0(ω))。

基于引理2,得到一个为证明鲁棒Kaczmarz方法的收敛速度奠定了基础的重要估计。在设定式(11)下,乘

积空间
 

V
~
=Rm 具有内积(u~,v~)

V
~∶=(u~,v~)

D
~
ε

。给出如下定义:

δmax(A(ε))∶= sup
v∈Row(A(ε))

v =1

(􀰧 av,􀰧 av)
V
~,δmin(A(ε))∶= inf

v∈Row(A(ε))
v =1

(􀰧 av,􀰧 av)
V
~。

于是有[14]:

δmin(A(ε))=λ+
min(AT(ε)D-1

ε A(ε)),δmax(A(ε))=λmax(AT(ε)D-1
ε A(ε)),

其中:Dε=diag(d1,…,dm)=diag(A(ε)AT(ε)),显然有:

δmin(A(ε))=λ+
min(AT(ε)D-1

ε A(ε))≤
1
η0

λ+
min(AT(ε)A(ε))。

引理4 设定式(11)下,若ω∈(0,2/(1+δmax(A(ε)))),则对于式(12)有:

I-B1(ω)2
Row(A(ε))→Row(A(ε))≤1-C0(ε,ω) inf

v∈Row(A(ε))\{0}

(􀰧􀰧 av,v)
(v,v)

, (14)

其中:

C0(ε,ω)∶=
4ω(2-ω(1+δmax(A(ε))))

(2+ω �log2(2m)�δmax(A(ε))+2ω D-1
ε A(ε))2

。 (15)

证明 显然有:

􀰧 =[AT(ε),I],􀰧 a=􀰧 ★=  
D-1

ε A(ε)

Rm+1R*
m+1

 
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,A

~
=  

D-1
ε A(ε)AT(ε) D-1

ε A(ε)

Rm+1R*
m+1AT(ε) Rm+1R*

m+1

 
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 。 (16)

令D
~
0∶=diag(D-1

ε A(ε)AT(ε)),U
~
0∶=triu(D-1

ε A(ε)AT(ε))。随后,对D
~

和U 进行如下分解:

D
~
=  

D
~
0 0

0 Rm+1R*
m+1

 
􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 ,

 

U
~
=  U

~
0 D-1

ε A(ε)

0 0
 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁􀪁 。

令V
~
0=Rm,对于任意

 

u~=(u~0,u)∈V
~,v~=(v~0,v)∈V

~,乘积空间V
~
=V
~
0×Vm+1 具有内积(u~,v~)

V
~∶=(u~0,v~0)Dε+

(u,v)。之前已经提到过:Rm+1=ι:Vm+1→V,且对所有v∈Vm+1 有Tm+1Rm+1v=Tm+1v。

由文献[14]知 D
~
0 V

~
0→V

~
0
≤δmax(A(ε))。因此:

(D
~
v~,D

~
v~)V=(D

~
0v~0,D0v~0)V0+am+1(Tm+1v,Tm+1v)≤δ2max(A(ε))v~0 2

V
~
0
+ Tm+1v 2≤

(1+δ2max(A(ε)))(v~0 2

V
~
0
+ R*

m+1v 2)=(1+δ2max(A(ε)))v~ 2
V,

这表明 D
~

V
~
→V
~≤1+δmax(A(ε))。由于ω∈(0,2/(1+δmax(A(ε)))),2I

~
-ωD

~
是SPD的,并且由引理2可得:
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I-B1(ω)2
Row(A(ε))→Row(A(ε))=1-

1
c0(ω)

,

其中:

c0(ω)=
1
ω sup

v∈Row(A(ε))\{0}
inf
􀰧v~=v

((2I
~
-ωD

~)-1(I
~
+ωU

~)v~,(I
~
+ωU

~)v~)
V
~

(v,v) ≤

1

ω(2-ω D
~

V
~
→V
~)

 

sup
v∈Row(A(ε))\{0}

inf
􀰧v~=v

((I
~
+ωU

~)v~,(I
~
+ωU

~)v~)
V
~

(v,v)
。 (17)

此外,注意到U
~
'0=L

~
'0 以及 L

~
0 V

~
0→V

~
0
≤�log2(2m)�/2δmax(A(ε))

[14],于是有:

U
~ 2

V
~
→V
~= sup

v~=(v~0,v)∈V

v~
V
~=1

U
~
v~ 2

V
~= sup

v~=(v~0,v)∈V

v~
V
~=1

U
~
0v~0 2

V
~
0
+ D-1

ε A(ε)v 2  ≤

sup
v~=(v~0,v)∈V

v~
V
~=1

log2(2m)2

4 δ2max(A(ε))v~0 2

V
~
0
+ D-1

ε A(ε)2 v 2  ≤
log2(2m)2

4 δ2max(A(ε))+ D-1
ε A(ε)2,

从而可以推出:

U
~

V
~
→V
~≤
1
2log2

(2m)δmax(A(ε))+ D-1
ε A(ε)。

接下来,将上述估计代入式(17)得:

c0(ω)≤
(1+ω U

~

V
~
→V
~)2

ω(2-ω D
~

V
~
→V
~)

sup
v∈Row(A(ε))\{0}

inf
􀰧v~=v

(v~,v~)
V
~

(v,v)≤
1

C0(ε,ω)
sup

v∈Row(A(ε))\{0}
inf
􀰧v~=v

(v~,v~)
V
~

(v,v)
。

由于􀰧 :V
~
→V 是满射且􀰧 ★=􀰧 a。由文献[13]可得:

sup
v∈Row(A(ε))\{0}

inf
􀰧v~=v

(v~,v~)
V
~

(v,v)= sup
v∈Row(A(ε))\{0}

((􀰧􀰧 a)-1v,v)
(v,v) =

inf
v∈Row(A(ε))\{0}

(􀰧􀰧 av,v)
(v,v)  

-1

= inf
v∈Row(A(ε))\{0}

(􀰧 av,􀰧v)V
(v,v)  

-1

。

结合前一个不等式即得式(14)。 证毕

鲁棒Kaczmarz方法的最终收敛结果由以下定理给出,它表明对小ε具有一致压缩常系数;更多讨论见注3。
定理1 设ω∈(0,2/(1+δmax(A(ε)))),并定义收缩因子:

ρ(ε,ω)∶=C0(ε,ω)(min(1,σ0(ε)/η1)-C1(ε)/η0), (18)
其中:C0(ε,ω)由式(15)定义,而:

C1(ε)∶= E1
2+2A1(0) E1 + E0 A1(0) Π ,

这里E0∶=A0(ε)-A0(0),E1∶=A1(ε)-A1(0)。对于式(12)有:

I-B1(ω)2
Row(A(ε))→Row(A(ε))≤1-ρ(ε,ω)。

证明 由式(14)可知,现只需证明:

inf
v∈Row(A(ε))\{0}

(􀰧􀰧 av,v)
(v,v) ≥min(1,σ0(ε)/η1)-C1(ε)/η0 (19)

根据注1,Row(A0(ε))中Row(A(ε))的正交补即为渐近核Ker(A(ε))。因此对任意v∈Row(A(ε))有正

交分解v=vn+vr,其中vn∈Ker(A(ε)),vr∈Ker(A(ε))且(vr,vn)=0。于是 v 2= vr
2+ vn

2 且:

(􀰧􀰧 av,v)=(􀰧􀰧 avr,vr)+2(􀰧􀰧 avr,vn)+(􀰧􀰧 avn,vn)=
(􀰧 avr,􀰧 avr)V~+2(􀰧􀰧

avr,vn)+(􀰧 avn,􀰧 avn)V~= 􀰧 avr
2

V
~+2(􀰧􀰧 avr,vn)+ 􀰧 avn

2

V
~。
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由式(9)、注2和式(16)得:

􀰧 avr
2

V
~= D-1

ε A(ε)vr
2
Dε+ Rm+1R*

m+1vr
2=vT

rAT(ε)D-1
ε A(ε)vr≥

1
η1

vT
rAT(ε)A(ε)vr=

1
η1

vT
r(AT

0(ε)A0(ε)+AT
1(ε)A1(ε))vr≥

σ0(ε)
η1

vr
2。 (20)

这里用到vr∈Row(A0(ε))⊂Row(A(ε)),故R*
m+1vr=0。类似地,

􀰧 avn
2

V
~= D-1

ε A(ε)vn
2
Dε+ Rm+1R*

m+1vn
2
Dε= D-1

ε A(ε)vn
2
Dε+ vn

2≥ vn
2。 (21)

交叉项为:
(􀰧􀰧 avr,vn)=vT

nAT(ε)D-1
ε A(ε)vr+(Rm+1R*

m+1vr,vn)=vT
nAT(ε)D-1

ε A(ε)vr。
考虑对Dε 的分块:Dε=diag(D0,D1),其中D0=diag(d1,…,dm0

),D1=diag(dm0+1
,…,dm)。由等式A0(ε)vn=0

可得:
(􀰧􀰧 avr,vn)=vT

nAT
1(ε)D-1

1 A1(ε)vr=vT
n(E1+A1(0))TD-1

1 (E1+A1(0))vr=
vT

nAT
1(0)D-1

1 A1(0)vr+vT
nET

1D-1
1 E1vr+vT

nET
1D-1

1 A1(0)vr+vT
nAT

1(0)D-1
1 E1vr,

其中:E1=A1(ε)-A1(0)。注意到 vT
nvr ≤

1
2
(vr

2+ vn
2)=

1
2 v 2,且:

vT
nET

1D-1
1 E1vr+vT

nET
1D-1

1 A1(0)vr+vT
nAT

1(0)D-1
1 E1vr≥

-
vT

nvr

η0
(E1

2+2E1 A1(0))≥-
v 2

2η0
(E1

2+2E1 A1(0))。

另一方面,由定义2知A1(0)=ΠA0(0)=Π(E0+A0(ε)),其中E0=A0(0)-A0(ε)。则:

vT
nAT

1(0)D-1
1 A1(0)vr=vT

n(E0+A0(ε))TΠTD-1
1 A1(0)vr=vT

nET
0ΠTD-1

1 A1(0)vr≥

-
vT

nvr

η0
E0 A1(0) Π ≥-

v 2

2η0
E0 A1(0) Π 。

综上可得(􀰧􀰧 avr,vn)≥-
C1(ε)
2η0

v 2,结合式(20)、(21)得:

(􀰧􀰧 av,v)= 􀰧 avr
2
V+2(􀰧􀰧 avr,vn)+ 􀰧 avn

2
V≥

1
η1
min(η1,σ0(ε))v 2-

C1(ε)
η0

v 2=(min(1,σ0(ε)/η1)-C1(ε)/η0)v 2,

对任意v∈Row(A(ε))成立。代入式(19)即得所需估计。 证毕

注3 下面将详细解释定理2中给出的鲁棒估计。由假设4、注1和注2,有:

1)
 

当ε→0+时C1(ε)→0;

2)
 

对所有ε∈[0,ε],有:

A(ε)≤C2<∞,D-1
ε A(ε)≤ A(ε)/η0,δmax(A(ε))=λmax(AT(ε)D-1

ε A(ε))≤ A(ε)2/η0。

3)
 

对所有ε∈[0,ε1],σ0(ε)>0,且lim
ε→0+

σ0(ε)=λ+
min(AT

0(0)A0(0))>0。

因此,存在某个ε2∈(0,ε],使得对所有ε∈[0,ε2]有:

σ0(ε)≥
1
2λ

+
min(AT

0(0)A0(0)),C1(ε)≤η
0

2min
(1,σ0(ε)/η1)。

这意味着收缩因子式(18)有一个一致的正下界:对所有ε∈[0,ε2],有0<ρ0(ω)≤ρ(ε,ω)≤1,其中:

ρ0(ω)=
ω(2-ω(1+C2

2/η0))min(2η1,λ+
min(AT

0(0)A0(0)))

η1(2+ωlog2(2m)C2
2/η0+2ωC2/ η0)

2 。

5 鲁棒CD法

前一节展示了鲁棒Kaczmarz算法对渐近奇异方程组的有效性。然而,该方法需要先验信息xLS。为了克服

这一局限,本文将Kaczmarz算法求解原来的渐近奇异线性方程组转化为用CD法求解对偶问题式(3)。该问题

等价于A(ε)AT(ε)y=-b。前面已经提到过,用 Kaczmarz求解式(5)等价于用CD法求解式(3)。又注意到
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Kaczmarz方法本身可以由SSC表述,由此,本文尝试通过用SSC框架来分析相应的鲁棒坐标下降方法。
基于Kaczmarz和CD方法的等价性,遵循SSC法的思想,考虑对CD法的SSC设定中直接加入渐近对偶核

空间,并由此得到:

V∶=Rm,配备Euclid内积
 

(x,y)∶=xTy;

A∶=A(ε)AT(ε):V→V,f∶=-b;

V=∑
m+1

i=1
Vi,其中

 

Vi∶=R,
 

1≤i≤m,Vm+1∶=Ker
︿ 

ε(A(ε));

Ri∶=Ui:Vi→V(1≤i≤m),Rm+1∶=ι:Vm+1→V;

ai xi,yi  =dixiyi,di= A(i)(ε)2>0,1≤i≤m;

Vm+1 上的内积定义为
 

am+1(x,y)=xTA(ε)AT(ε)y。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(22)

由此容易得到:

Ti=R*
iA(ε)AT(ε)=UiA(ε)AT(ε)/di,1≤i≤m,

而R*
m+1∶=R̂:Rm→Ker

︿ 
ε(A(ε))为正交投影,这就导出另一种鲁棒SSC形式:给定yk∈Rm,uk,1=yk,通过下式

更新yk+1=uk,m+2:

uk,i+1=uk,i-ω
UiUT

i

A(i)(ε)2(A(ε)A
T(ε)uk,i+b),1≤i≤m;

uk,m+2=uk,m+1-ωR̂(A(ε)AT(ε)uk,i+b)。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁􀪁
􀪁􀪁

 

(23)

这被称为鲁棒CD方法。注意,有定常迭代形式:

yk+1=yk-B2(ω)(A(ε)AT(ε)yk+b) (24)

其中B2(ω):Rm→Rm 满足:

I-B2(ω)=(I-ωRm+1Tm+1)(I-ωRmTm)·…·(I-ωR1T1)。
下面给出鲁棒CD方法的具体内容。
算法1 用于求解式(3)的鲁棒CD算法

步骤0,设置松弛参数:ω∈(0,2/(1+δmax(A(ε))))和yk∈Rm,正交投影:R̂:Rm→Ker
︿ (A(ε))。

步骤1,令v=yk。

步骤2,计算v=v-ω
UiUT

i

di
(A(ε)AT(ε)v+b),i=1,…,m。

步骤3,计算v=v-ωR̂(A(ε)AT(ε)v+b)。
步骤4,令yk+1=v。
定理2 设A(ε)满行秩,松弛参数满足ω∈(0,2/(1+δmax(A(ε))))。设{xk}k≥0 由鲁棒Kaczmarz方法生

成,{yk}k≥0 由鲁棒CD方法生成,且x0=-AT(ε)y0。则有如下结论:

1)
 

在设定式(22)下的鲁棒CD方法等价于在设定式(11)下的鲁棒Kaczmarz方法,即对所有:

k≥0有xk=-AT(ε)yk。

2)
 

B1(ω)=AT(ε)B2(ω)A(ε),

I-B2(ω)A(ε)AT(ε)2
A(ε)AT(ε)= I-B1(ω)2

Row(A(ε))→Row(A(ε))≤1-ρ(ε,ω)。 (25)
其中:ρ(ε,

 

ω)由式(18)定义。

证明 首先证明关系式R=AT(ε)R̂A(ε),其中R:Row(A(ε))→Kerε(A(ε))和R̂:Rm→Ker
︿ 

ε(A(ε))均为正

交投影。由定义2知,Kerε(A(ε))是Ker
︿ 

ε(A(ε))在线性映射AT(ε):Rm→Rn 下的像。由于A(ε)满行秩,可得:

dim
 

Kerε(A(ε))=dimKer
︿ 

ε(A(ε))=r1。

设S∈R
m×r1 的列构成Ker

︿ 
ε(A(ε))的一组基,则:
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R̂=S(STA(ε)AT(ε)S)-1ST。

注意W=AT(ε)S∈R
n×r1 的列构成Kerε(A(ε))的一组基,因此有:

R=W(WTW)-1WT=AT(ε)S(STA(ε)AT(ε)S)-1STA(ε)=AT(ε)R̂A(ε)。
下面逐一验证以上结论。
假设xk=-AT(ε)yk,将式(23)与鲁棒Kaczmarz方法比较,立即得到对所有2≤i≤m+1有vk,i=-AT(ε)uk,i。

因此,再次利用式(23),可得(注意AxLS=b):

-AT(ε)uk,m+2=-AT(ε)uk,m+1+ωAT(ε)R̂(A(ε)AT(ε)uk,m+1+b)=

vk,m+1+ωAT(ε)R̂A(ε)(xLS-vk,m+1)=vk,m+1+ω(RxLS-vk,m+1),

这表明xk+1=vk,m+2=-AT(ε)uk,m+2=-AT(ε)yk+1。这就验证了结论1)。

根据式(13)和(24),很容易推导出B1(ω)=AT(ω)B2(ω)A(ω)。根据引理2可得:

I-B2(ω)A(ε)AT(ε)2
A(ε)AT(ε)=sup

u∈Rm

(I-B2(ω)A(ε)AT(ε))u 2
A(ε)AT(ε)

u 2
A(ε)AT(ε)

=

sup
u∈Rm

(I-AT(ε)B2(ω)A(ε))AT(ε)u 2

AT(ε)u 2 = sup
v∈Row(A(ε))

(I-AT(ε)B2(ω)A(ε))v 2

v 2 =

sup
v∈Row(A(ε))

(I-B1(ω))v 2

v 2 = I-B1(ω)2
Row(A(ε))→Row(A(ε))≤1-ρ(ε,ω),

这证明了式(25)并验证了结论2)。 证毕

6 数值结果

本节提供了一些数值测试来验证鲁棒CD方法的性能。由于鲁棒Kaczmarz方法需要xLS,所以该方法不实

用。但鲁棒CD方法作为等价形式是可实现的,因二者具有等价性,故不在此展现鲁棒Kaczmarz的实验结果。
在所有情况下,矩阵 A(ε)相对于小参数ε 是渐近奇异的。松弛参数选择如下:对于 CD 方法,ω=

0.9×2
δmax(A(ε))

;对于鲁棒CD方法,ω=
0.9×2

1+δmax(A(ε))
。对于ACDM和ARK,凸性参数相同,为:

δmin(A(ε))=λ+
min(AT(ε)D-1

ε A(ε))。

对于所有方法,初始值为零向量,相对停止准则为:坐标下降型方法满足 A(ε)AT(ε)yk+b /b <10-6,

Kaczmarz类型方法满足 A(ε)xk-b /b <10-6。
例2 考虑如下的稠密系数矩阵:

A(ε)=  
1.271

 

1 ε ε ε
1.5 1 0 0
1.512

 

4 ε ε 0
 

􀭠

􀭡

􀪁
􀪁
􀪁􀪁

􀭤

􀭥

􀪁
􀪁
􀪁􀪁 ,

其中第1列为随机生成。当ε→0时,A(ε)的行秩趋近于2。采用ε=1/3k 进行测试,其中k=1,2,3,4。表2呈

现了CD和鲁棒CD方法对于这个渐近奇异问题的表现结果。这无疑验证了后者的鲁棒性。

表2 CD方法和鲁棒CD方法的比较结果

Tab.2 Comparison
 

of
 

results
 

between
 

CD
 

and
 

robust
 

CD

方法
ε

1/3 1/9 1/27 1/81

CD 1
 

396 5
 

486 29
 

429 143
 

003

鲁棒CD 44 40 29 39

例3 从suite
 

sparse矩阵集合[20]中选择一个样本矩阵。从一个453×453的矩阵开始,提取一个满行秩子

矩阵A∈R40×453。为了生成具有可调秩亏的测试问题,通过A=UΣVT 的奇异值分解定义参数化矩阵A(ε):
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A(ε)=UΣVT,其中Σ(ε)ii=
ε·Σii,对于5个最小的奇异值;

Σii,其他。 
 

设置ε=1/2k,k=1,2,…,5。当ε趋于0时,A(ε)的秩从40突然降至35。为了详细比较,选择了以下4种算法:

CD法、ACDM[11]、RRK方法[21]和ARK方法[12],比较结果见表3。

表3 CD、鲁棒CD、ARK、ACDM和RRK的比较结果

Tab.3 Comparison
 

of
 

results
 

among
 

CD,
 

the
 

robust
 

CD,
 

ARK,
 

ACDM
 

and
 

RRK

ε CD 鲁棒CD ARK ACDM RRK

1/2 2
 

350 263 610 833 1
 

196

1/4 8
 

714 246 1
 

235 2
 

274 4
 

083

1/8 18
 

849 221 1
 

882 5
 

621 15
 

945

1/16 63
 

405 220 3
 

965 9
 

421 50
 

629

1/32 135
 

834 243 8
 

455 13
 

032 232
 

809

表3展示了数值输出。由于ARK方法和ACDM是随机算法,它们的迭代次数已除以40,即A(ε)的行数。
但RRK方法本身计算的就是循环次数,所以不需要除以行数。结果表明:RRK、ARK、CD和ACDM 这4种标

准方法对小奇异值引起的病态性高度敏感。相比之下,鲁棒CD方法表现出很强的鲁棒性。

7 结论

本文提出了用于求解渐近奇异线性方程组的鲁棒Kaczmarz方法。即使最小非零奇异值趋近于0,该方法的

收敛速度仍能保持一致稳定。本文利用著名的XZ等式证明了所提算法的一致收敛速率。基于Kaczmarz和CD
之间的等价性,本文还提出了与鲁棒Kaczmarz方法等价的鲁棒CD方法。通过数值结果验证了所提方法相较于

现有Kaczmarz方法和CD方法的性能。此外,算法的计算开销以及在大规模问题上的求解能力同样是衡量该算

法性能的重要指标,限于篇幅未能在本文中充分展开,相关内容将在后续工作中进一步探讨。
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Abstract:
 

To
 

address
 

the
 

issue
 

of
 

a
 

sharp
 

decline
 

in
 

convergence
 

speed
 

of
 

the
 

classical
 

Kaczmarz
 

method
 

when
 

solving
 

asymptotically
 

singular
 

linear
 

equations,
 

a
 

robust
 

algorithm
 

with
 

a
 

consistently
 

stable
 

convergence
 

rate
 

is
 

proposed.
 

By
 

regarding
 

the
 

row
 

space
 

of
 

the
 

coefficient
 

matrix
 

as
 

a
 

subspace
 

in
 

the
 

Grassmann
 

manifold,
 

a
 

new
 

concept
 

of
 

asymptotically
 

singular
 

matrices
 

with
 

row
 

rank
 

degeneracy
 

is
 

introduced,
 

and
 

the
 

asymptotic
 

null
 

space
 

and
 

asymptotic
 

dual
 

null
 

space
 

are
 

defined.
 

Based
 

on
 

this,
 

a
 

robust
 

Kaczmarz
 

method
 

is
 

proposed
 

through
 

the
 

subspace
 

correction
 

framework,
 

and
 

the
 

convergence
 

analysis
 

is
 

completed
 

using
 

the
 

Xu-

Zikatanov
 

identity.
 

Finally,
 

based
 

on
 

the
 

equivalence
 

between
 

the
 

Kaczmarz
 

method
 

and
 

the
 

coordinate
 

descent
 

method
 

and
 

the
 

relationship
 

between
 

the
 

asymptotic
 

null
 

space
 

and
 

the
 

dual
 

null
 

space,
 

a
 

robust
 

coordinate
 

descent
 

algorithm
 

is
 

proposed,
 

and
 

the
 

equivalence
 

between
 

the
 

robust
 

Kaczmarz
 

method
 

and
 

the
 

robust
 

coordinate
 

descent
 

algorithm
 

is
 

proved.
 

Theoretical
 

analysis
 

shows
 

that
 

the
 

proposed
 

robust
 

Kaczmarz
 

method
 

and
 

robust
 

coordinate
 

descent
 

algorithm
 

have
 

a
 

consistently
 

stable
 

convergence
 

rate
 

when
 

solving
 

asymptotically
 

singular
 

linear
 

equations.
 

Numerical
 

experiments
 

verify
 

the
 

robustness
 

and
 

effectiveness
 

of
 

the
 

algorithms.
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