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摘要:研究了集优化问题广义D0-适定性与标量优化问题广义适定性的充分必要条件。基于 Minkowski差所定义的偏序

关系,引入一类新的非线性标量化函数,通过对该函数的单调性严格推导并结合偏序关系的内在特性,完成了一定条件下

集优化问题弱极小解的刻画以及适定性结果的推导,得到了集优化问题弱极小解的标量化等价条件,证明了集优化问题

是广义D0-适定的当且仅当标量化问题是广义适定的。所得结果丰富了集优化问题标量化方法及适定性理论相关成果。
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集优化问题的求解方法主要分为2类,即集方法与向量方法。Borwein[1]作为向量优化方法的早期开拓者,
于1991年在凸向量优化领域提出了超有效性的Lagrange乘数定理,将超有效解等价刻画为特定Lagrange函数

的鞍点形式。然而,这一方法严格依赖于凸性条件的约束,并且计算过程较为复杂,因而在实际问题中缺乏普适

性。1997年,Kuroiwa等人[2]提出了集方法,后续研究者围绕该方法开展了大量探索,产出了丰富的研究成果。

2015年,Zhou等人[3]针对集优化问题的E-超有效性展开研究,基于E-超有效性构建了一定条件下集优化问题

的标量化定理,然后推导得到集优化问题在E-超有效性意义下的Lagrange乘子定理。2016年,Xu等人[4]引入

有向距离函数推广而来的新非线性标量化函数,并得到新的最优性条件和标量化成果,为后续集优化研究带来

了新启发。在集合关系的研究中,Karaman等人[5]进一步基于 Minkowski差定义了一类集合序关系,该类序关

系在有界集族上是偏序关系;该研究还通过标量化函数将此类偏序关系的集优化问题转化为标量优化问题;之
后Khushboo等人[6]基于上述研究提出的非空有界集族上的偏序关系,为集优化问题的极小解和弱极小解构建

了标量化方法。Zhou等人[7]在局部凸空间中引入带可变序结构集优化问题的“近似弱有效解”这一新概念,并将

它与其他类型解加以比较,且推导出该类带可变序结构集优化问题的一个非线性标量化定理。Gupta等人[8]引

入新的标量化函数,得到了集优化问题极小解和弱极小解的标量化结果。Xu等人[9]引入了涉及 Minkowski差

的集序关系下集优化问题的近似极小解概念,给出了近似极小解与近似弱极小解的若干性质,特别是稠密性和

非线性标量化结果。近些年来,集值优化数值算法研究也取得了系列关键进展,Eichfelder等人[10]提出了一种向

量化方法,通过构造参数化的多目标优化问题族,使得该族的最优解集能够在特定意义下,以任意精度逼近原集

优化问题的最优解集。2024年,Ghosh等人[11]提出了一种Newton法,推导了相应的迭代序列,证明了该序列具

有局部收敛性。同年,Ghosh等人[12]进一步提出集值优化拟Newton法,借助划分集构造向量优化问题族,通过

近似Hessian矩阵简化计算,基于下降方向完成迭代更新,在保留局部超线性收敛特性的同时,明显提升了算法

对大规模集优化问题的适用性,推动了集值优化算法向高效化、实用化方向发展。
解的适定性是集优化领域的核心研究课题,它对于揭示解的稳定性、收敛性以及算法设计的合理性具有重

要意义。Tikhonov[13]首次针对无约束标量优化问题提出适定性概念,要求极小化序列收敛到优化问题的唯一

解,但该定义局限于可行域内。为了突破这一局限,学者们对适定性概念进行了持续推广。Zhang等人[14]借助

广义Gerstewitz函数,得到了3种适定性与3种标量优化问题适定性之间的等价关系。还推导了集优化问题适
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定性的充要条件。Sach[15]引入了不同于Gerstewitz函数的新型非线性标量化函数,讨论了这些函数的一些性

质,并将它们用于证明带移动锥的广义向量拟平衡问题解的存在性以及参数向量拟平衡问题解映射的下半连续

性的新结果。卢婧琦等人[16]指出,集值优化l-BZ 适定性理论可直接应用于不确定性向量博弈的鲁棒Nash均

衡分析,通过保证博弈均衡点的最小化序列收敛性,为策略扰动下的决策稳定性提供充分条件。谢林燕[17]将集

值优化LP适定性应用于电子商务决策优化,为电商领域的决策问题提供了理论支撑。Long等人[18]提出3种点

态适定性,借助广义非线性标量化函数建立了3种点态适定性与集优化问题适定性的等价关系。基于Karaman
等人[5]定义的集序关系,Preechasilp等人[19]研究了一些点态和全局适定性概念并运用非线性标量化函数建立了

集优化问题的这3种点态适定性与标量优化问题适定性之间的关联。2019年,Gupta等人[20]进一步定义了集优

化问题的3种适定性,明确了它们之间的充要条件;此外,他们基于广义定向距离[4]提出了2种不同的标量化优

化问题。Vui等人[21]引入了集优化问题的多种LP适定性概念,并探讨了它们之间的关系并给出了基准问题具

有LP适定性的充分必要条件。2021年,Gupta等人[22]引入了LP适定性,并通过 Hausdorff上半连续性对LP
适定性进行刻画。Som等人[23]对集方法下集优化问题点态适定性的多种定义展开了比较研究,对一些现有结

果提出了修正建议,并引入一种新的点态适定性,探讨了它的性质以及该适定性与其他点态适定性的联系。

Zhou等人[24]提出了集优化问题的适定性和广义适定性,推导了相应的充分必要条件,并通过非线性标量化函数

深入研究了集优化问题适定性与广义适定性的充分必要条件。Li等人[25]建立了3种不同类型适定性之间的联

系,并探究集优化问题的适定性与标量优化问题的适定性之间存在的关系。受文献[8,24]的启发,本文聚焦于

Minkowski差定义的弱集序关系,在已有文献基础上,探究集优化问题广义D0-适定性与标量优化问题广义适定

性的关系。

1 预备知识

在集优化问题的研究中,本文采用以下规范化符号体系与数学设定。设X⊆Rn 与Y⊆Rp 分别为n 维、p 维

欧式空间,其中n,p∈Z+,Z+为正整数集。本文记零元为0=(0,…,0)T,􀰬(Y)为Y 的全体非空子集构成的集

合,􀳭(Y)为Y 的全体非空有界子集构成的集合。令 R+∶={r∈R:r≥0},R-∶={r∈R:r≤0},R++∶={r∈R:

r>0}。对于任何集合A∈􀰬(Y)2 cl
 

A、int
 

A 和∂A 分别表示A 的拓扑闭包、拓扑内部和拓扑边界。∀x∈X,

∀ε∈R+,记B(x,ε)是以x 为圆心、ε为半径的开球,D0 是原点处的单位闭球。设  ⊆􀰬(Y)且  ≠∅。∀A,

B∈ ,记A+B={a+b:∀a∈A,∀b∈B},A-B={a-b:∀a∈A,∀b∈B}。基于 Minkowski差的定义,本
文记A􀱉B∶={y∈Y:y+B⊆A}。设C⊆Y 是一个凸尖锥,即C 满足:C∩(-C)={0};λx1+(1-λ)x2∈C,

∀x1,x2∈C,∀λ∈[0,1];λc∈C,∀c∈C,∀λ≥0。
文献[5]基于 Minkowsi差,且∀A,B∈􀰬(Y)提出了一种新的序关系,定义如下:

A⪯m
CB⇔(B􀱉A)∩C≠∅,A≺m

CB⇔(B􀱉A)∩int
 

C≠∅。
设集值映射F:

 

X→􀰬(Y)
 

值非空,令S 是X 的1个非空子集,∀x∈X,∀F(x)∈􀰬(Y)都有F(X)∶=
∪x∈XF(x)。本文主要考虑如下集优化问题(SOP):

min
 

F(x),

s.t.
 

x∈S。

Gupta等人[8]提出了关于集优化问题(SOP)在序关系⪯m
C 与≺m

C 下的极小解和弱极小解的概念。

定义1[8] 点x0∈S 被称为集优化问题(SOP)的⪯m
C-极小解,如果不存在x∈S,使得F(x)⪯m

CF(x0)且

F(x)≠F(x0);点x0∈S 被称为集优化问题(SOP)的弱≺m
C-极小解,如果不存在x∈S,使得F(x)≺m

CF(x0)。
记m-Min(F,S)为全体⪯m

C-极小解的集合,m-WMin(F,S)为全体弱≺m
C-极小解的集合。在本文中,假设

m-WMin(F,S)非空。
定义2[8] 函数T:􀰬(Y)→R∪{±∞}被称作:

1)
 

在  上是⪯m
C-递增的,如果∀A1,A2∈ ,A1⪯m

CA2,有T(A1)≤T(A2)成立。

2)
 

在  上是严格≺m
C-递增的,如果∀A1,A2∈ ,A1⪯m

CA2,有T(A1)<T(A2)成立。

Gupta等人[8]还引入了如下集优化问题标量化函数,并研究了相关性质。
定义3[8] 设A 和B 是 􀰬(Y)中的任意非空集合,定义标量函数Im(·,·):􀰬(Y)×􀰬(Y)→R+为:
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Im(A,B)=inf{r∈R+:A⪯m
CrD0+B}。

对于上述标量化函数,引入如下引理。
引理1[8] 设A,B∈􀰬(Y)且r∈R++,那么Im(A,B)<r当且仅当A≺m

CrD0+B。
引理2[8] 设B∈􀰬(Y)为紧集,则函数Im(·,B)在 􀰬(Y)是严格≺m

C-递增的。

引理3[8] 对于任意A∈􀰬(Y),
 

有Im(A,A)=0。
引理4[8] 对于任意A,B∈􀰬(Y),

 

有Im(A,B)≥0。

2 标量化结果

本节主要建立集优化问题(SOP)的标量化结果。假设 F:S→ 􀰬(Y)是紧值函数,即∀x∈S,函数值

h(F(x))都是 􀰬(Y)中的紧集,记 􀰲(S)∶={F(x):x∈S}。本文定义如下的标量化函数:

h(F(x))∶= inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(x),F(z))。

现考虑如下的标量化问题(P):

min
 

h(F(x)),

s.t.
 

x∈S。
记标量化问题(P)的最优解集为:

arg
 

min(S,h)={x∈S:h(F(x))≤h(F(y)),∀y∈S}。
下面给出一个具体算例以说明上述标量化函数,并与文献[24]中的标量化函数作比较。本算例参考了文献

[8],但采用了不同的参数。
例1 设X=R,Y=R2,S={1,2},序锥C=R2+,定义集值映射F:S→2Y,

F(x)=
D((0,0),1),x=1;

D((-1,-1),1),x=2。 
其中:D(c,r)为R2 中以c为圆心、r为半径的闭圆盘。定义如下集优化问题:

min
 

F(x),

s.t.
 

x∈S。 (1)
经分析,弱≺m

C-极小解集m-WMin(F,S)={2},≺m
C-极小解集m-Min(F,S)={2}。下面分别使用本文标

量化函数与Gerstewitz标量化函对该问题进行分析与计算。本文构造的标量化函数为:

h(F(x))∶= inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(x),F(z))。

当x=1时,

h(F(1))=Im(F(1),F(2))=inf{r∈R+:F(1)⪯m
CrD0+F(2)}=

inf{r∈R+:(rD0+F(2)􀱉F(1))∩C≠∅}=inf{r∈R+:(D((-1,-1),r)∩C≠∅}= 2。
当x=2时,h(F(2))=Im(F(2),F(2))=0。

下面引入文献[24]中的标量化函数:

h(F(x))∶= inf
z∈m-Min(F,S)

Im(F(x),F(z)),

其中:Im(F(x),F(z))=inf{r∈R+:F(x)⪯m
Crk0+F(z)},k0∈int

 

C。
如果取方向向量k0=(1,1)T,则有:

h(F(1))=Im(F(1),F(2))=inf{r∈R+:F(1)⪯m
Crk0+F(2)}=

inf{r∈R+:(rk0+F(2)􀱉F(1))∩C≠∅}=inf{r∈R+:(r-1,r-1)T∩C≠∅}=1,

h(F(2))=Im(F(2),F(2))=0。

如果取方向向量k0= 1
2
,3
2  

T

,则有:

h(F(1))=Im(F(1),F(2))=inf{r∈R+:F(1)⪯m
Crk0+F(2)}=

inf{r∈R+:(rk0+F(2)􀱉F(1))∩C≠∅}=infr∈R+:r-
1
2
,r-

3
2  

T

∩C≠∅  =2,
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h(F(2))=Im(F(2),F(2))=0。
对比2种标量化函数可知,本文提出的标量化函数值不依赖方向向量k0 的选取,从而能够避免对该向量的

选取而得到不同结果。
定理1 假设弱≺m

C-极小解集m-WMin(F,S)有限,x 是集优化问题(SOP)的弱≺m
C-极小解,当且仅当标量

化函数h(F(x))是严格≺m
C-递增函数且h(F(x))=0。

证明 必要性。由引理2得∀z∈m-WMin(F,S),
 

Im(·,F(z))在 􀰬(Y)上是严格≺m
C-递增的。从而

∀x1,x2∈S 满足F(x1)≺m
CF(x2),有:Im(F(x1),F(z))<Im(F(x2),F(z)),∀z∈m-WMin(F,S)。由于弱

极小解集有限,所以Im(·,F(z))有限,且有限集合的下确界等于它的最小值。故∀z∈m-WMin(F,S),有:
h(F(x1))= inf

z∈m-WMin(F,S)
Im(F(x1),F(z))= min

z∈m-WMin(F,S)
Im(F(x1),F(z))<

min
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(x2),F(z))= inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(x2),F(z))=h(F(x2)),

即h(F(x))是严格⪯m
C-递增函数。又由引理3可知Im(F(x),F(x))=0,故有:

h(F(x))= inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(x),F(z))≤Im(F(x),F(x))=0。

因为∀z∈m-WMin(F,S),有Im(F(x),F(z))≥0,故由保号性可得 inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(x),F(z))≥0,综上可知

inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(x),F(z))=0。

充分性。反设x 不是集优化问题(SOP)的弱≺m
C-极小解,则存在x∈S 使得F(x)≺m

CF(x)。而由函数

h(F(x))是严格≺m
C-递增的可知:

h(F(x))<h(F(x))=0, (2)
又因为h(F(x))≥0,∀x∈S,与式(2)严格小于0矛盾。故原假设不成立,x 是集优化问题的弱≺m

C-极小解。
证毕

注1 上述定理刻画了集优化问题(SOP)弱极小解集和标量化函数h(F(x))之间的关系,建立了集优化到

标量化的桥梁。同文献[8]相比,本文定义的标量化函数以整个弱极小解集m-WMin(F,S)作为参照而非某个

弱极小解作为参照,避免了参考点选择对结果的影响,具有更强的普适性。
例2 设X=R,Y=R2,S=[1,+∞],序锥C=R2+,定义集值映射F:X→2Y,

F(x)=
[0,2]×[0,2],x=1;
[0,4]×[0,4],1<x<+∞。 

经分析,弱≺m
C-极小解集m-WMin(F,S)={1},则有h(F(x))=Im(F(x),F(1))。当x∈m-WMin(F,S)=

1  时,有h(F(1))= inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(1),F(z))=Im(F(1),F(1))。由引理3得Im(F(1),F(1))=0,则有

h(F(1))=0。当x>1时,Im(F(x),F(1))=inf{r∈R+:F(x)⪯m
CrD0+F(1)},即:

Im(F(x),F(1))=inf{r∈R+:((rD0+F(1))􀱉F(x))∩C≠∅}。

由于((rD0+F(1))􀱉F(x))∩C≠∅等价于y+F(x)⊆rD0+F(1),其中y∈C。又因0∈C,即求解Im(F(x),

F(1))=inf{r∈R+:F(x)⊆rD0+F(1)},其中:

rD0+F(1)={(rd1+a,rd2+b):(a,b)∈[0,2]×[0,2],d2
1+d2

2≤1,d1∈R,d2∈R}。

要使F(x)=[0,4]×[0,4]刚好完全被rD0+F(1)覆盖,即点(4,4)T 必须被它覆盖,则此时有:r=

(4-2)2+(4-2)2=22,即h(F(x))=Im(F(x),F(1))=22,则该问题的最优解为x=1。

3 广义D0-适定

在本节中,引入集优化问题(SOP)的广义D0-适定性定义。利用非线性标量化函数h(x),建立集优化问题

(SOP)的广义D0-适定性与标量优化问题(P)的适定性之间的等价关系。首先定义标量优化问题(P)的广义适

定性。
定义4[24] 设{xn}n∈N⊆S,若对于标量优化问题(P)满足lim

n→∞
 
h(F(xn))=inf{h(F(x)):x∈S},则称

{xn}n∈N 为极小化序列。
定义5[24] 若arg

 

min(S,h)≠∅,且对于每个极小化序列{xn},都存在一个子序列{xnk
}收敛于arg

 

min(S,h)
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中的某一点,则称标量优化问题(P)为广义适定性问题。
受文献[24]的启发,本文给出集优化问题(SOP)的广义D0-适定性定义如下。

定义6 称{xn}n∈N⊆S 是广义D0-渐近极小化序列,如果存在序列{εn}n∈N⊆R+ 且lim
n→∞

 
εn=0以及序列

{zn}n∈N⊆m-WMin(F,S)使得F(xn)≺m
CF(zn)+εnD0。

注2 现有的集值优化数值算法可以生成可计算的极小化序列,例如采用Ghosh等人[12]建立的拟Newton
法。该方法借助划分集构造向量优化问题族,基于下降方向生成收敛的迭代序列。

下面给出具体算例阐释广义D0-渐近极小化序列的概念。
例3 设X=R,Y=R2,S=[0,3],序锥C=R2-,定义集值映射F:X→2Y,

F(x)=

{(0,0)T},x=0;
[0,1]×[0,1],0<x≤1;
[-2,0]×[-1,0],1<x≤2;
{(-3,-3)T},x>2。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁􀪁
􀪁
􀪁􀪁

经分析,该问题弱≺m
C-极小解集为m-WMin(F,S)=[0,1]。

 

任取序列xn=
1
n
,n∈N+。

下面证明此序列是广义D0-渐近极小化序列。首先xn∈[0,1]⊆m-WMin(F,S),lim
n→∞

 
xn=0。取zn=xn,

令εn=
1
n
,则lim

n→∞
 
εn=0,下面验证F(xn)≺m

CF(zn)+εnD0。
 

令q= -
1
2n
,-
1
2n  

T

∈int
 

C。

下证q∈(F(zn)+εnD0)T􀱉F(xn),即证q+F(xn)⊆F(zn)+εnD0。

考虑∀y∈F(xn),不妨设y=(y1,y2)T∈[0,1]×[0,1],则有:q+y= y1-
1
2n
,y2-

1
2n  

T

,∀y1∈[0,1],

y2∈[0,1]。又因

F(zn)+εnD0={(z1+εnd1,z2+εnd2)T:(z1,z2)T∈[0,1]×[0,1],d2
1+d2

2≤1,d1∈R,d2∈R},

故有q+F(xn)⊆F(zn)+εnD0,即F(xn)≺m
CF(zn)+εnD0。

因此,1
n  n∈N+

是广义D0-渐近极小化序列,满足定义6。

定义7 集优化问题(SOP)被称为是广义D0-适定的,如果对于每个广义D0-渐近极小化序列{xn}n∈N 都存

在子序列{xnk
}k∈N⊆{xn},x0∈m-WMin(F,S),使得lim

k→∞
 
xnk=x0 成立。

定理2 设S⊆X, 假设以下条件成立:

1)
 

C 是一个闭的凸尖锥;

2)
 

m-WMin(F,S)是S 的有限子集;

3)
 

对于任意x∈S 有F(x)∈􀳭(Y)。
那么,集优化问题(SOP)是广义D0-适定的当且仅当标量化问题(P)是广义适定的。

证明 必要性。假设集优化问题(SOP)是广义D0-适定的,下面证明标量化问题(P)是广义适定的。
首先证明arg

 

min(S,h)≠∅。任取x0∈m-WMin(F,S),则h(F(x0))=0。由引理4有:

Im(F(x),F(z))≥0,∀z∈m-WMin(F,S)。
由保号性h(F(x))= inf

z∈m-WMin(F,S)
Im(F(x),F(z))≥0,∀x∈S 进一步得到h(F(x))≥h(F(x0)),∀x∈S,即

x0∈arg
 

min(S,h)≠∅。
其次证明每个极小化序列{xn},都存在一个子序列收敛于arg

 

min(S,h)中的某一点。假设序列{xn}n∈N⊆S
使得lim

n→∞
 
h(F(xn))=inf{h(F(x)):x∈S},即:

lim
n→∞
 inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(xn),F(z))=inf
x∈S
 inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(x),F(z)), (3)

又有:

lim
x∈S
 inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(x),F(z))=0。 (4)

联立式(3)和式(4)可得:
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lim
n→∞

 
inf

z∈m-WMin(F,S)
Im(F(xn),F(z))=0。

令δn∶= inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(xn),F(z)),显然lim
n→∞

 
δn=0且δn≥0,由于 inf

z∈m-WMin(F,S)
Im(F(xn),F(z))<δn+

1
n
,

∀n∈N,因此存在序列{zn}n∈N⊆m-WMin(F,S)使得Im(F(xn),F(zn))<δn+
1
n
,∀n∈N。由引理1有:

F(xn)≺m
CF(zn)+δn+

1
n  D0,∀n∈N。

又因为lim
n→∞

δn+
1
n  =0,故{xn}n∈N 是广义D0-渐近极小化序列。

再由集优化问题(SOP)是广义D0-适定的,故存在{xn}n∈N 的子序列收敛到某点v∈m-WMin(F,S),因此

标量化问题(P)是广义适定的。
充分性。设{xn}n∈N 是广义D0-渐近极小化序列,故存在{εn}n∈N⊆R+使得lim

n→∞
 
εn=0,存在序列{zn}n∈N⊆

m-WMin(F,S)满足F(xn)≺m
CF(zn)+εnD0。由引理2有:

Im(F(xn),F(zn))<Im(F(zn)+εnD0,F(zn)),∀n∈N。 (5)

首先证明Im(F(zn)+εnD0,F(zn))≤εn。由于0∈((F(zn)+εnD0)􀱉(F(zn)+εnD0)),∀n∈N,又因为

0∈C,故有:
((F(zn)+εnD0)􀱉(F(zn)+εnD0))∩C≠∅,∀n∈N,

即F(zn)+εnD0⪯m
CF(zn)+εnD0,∀n∈N。

从而有:

Im(F(zn)+εnD0,F(zn))=inf{r∈R+:F(zn)+εnD0⪯m
CF(zn)+rD0}≤εn。

结合式(5)有0≤Im(F(xn),F(zn))<εn,∀n∈N。因此∀n∈N,有:

0=inf
x∈S
 inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(x),F(z))≤ inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(xn),F(z))≤Im(F(xn),F(zn))<εn,

又因lim
n→∞

 
εn=0,故

lim
n→∞
 inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(xn),F(z))=inf
x∈S
 inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(x),F(z))=0,

即lim
n→∞

 
h(F(xn))=inf{h(F(x)):x∈S}=0。由于标量化问题(P)是广义适定的,于是{xn}n∈N 有收敛到点w∈

arg
 

min(S,h)的子列,故 inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(w),F(z))=0。

下证w∈m-WMin(F,S)。反设w∉m-WMin(F,S),由引理4可知:

Im(F(x),F(z))≥0,∀z∈m-WMin(F,S),∀x∈S。

由w∉m-WMin(F,S)知存在x*∈S,使得F(x*)≺m
CF(w)。又由引理2可知函数Im(·,F(z))在 􀰬(Y)是严

格≺m
C-递增的,因此0≤Im(F(x*),F(z))<Im(F(w),F(z)),∀z∈m-WMin(F,S),则有:

Im(F(w),F(z))>0,∀z∈m-WMin(F,S)。
又由于m-WMin(F,S)是一个有限子集,因此:

inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(w),F(z))= min
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(w),F(z))>0。

这与 inf
z∈m-WMin(F,S)

Im(F(w),F(z))=0矛盾,故而上述的假设不成立,即w∈m-WMin(F,S)。因此,集优化问题

(SOP)是广义D0-适定的。 证毕

注3 本文在文献[8]的基础上提出了广义D0-适定性,引入了{zn}n∈N⊆m-WMin(F,S)来刻画逼近过程,
考虑到了全局所有弱极小解而非某一个固定的弱极小解,对解的适定性的刻画具有理论意义。

注4 对于标量化问题(P),它的广义适定性可以通过最优解集的紧性以及相应点处的上半连续性判断,具
体见文献[26]。

下面给出具体算例以说明定理
 

2,其中数据与例1一致。
例4 令X=R,Y=R2,可行集S={1,2}为紧集,序锥C=R2+是闭凸锥,弱≺m

C-极小解集m-WMin(F,S)=
{2}为有限集,且集值映射F 的像集有界,即该问题满足定理2的全部条件。下面验证问题(1)的唯一渐近序列
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{xn}≡2为广义D0-渐近极小化序列。令εn=
1
n
,{zn}≡2∈m-WMin(F,S),则有F(xn)≺m

CF(zn)+εnD0,即

{xn}≡2为式(1)的唯一广义D0-渐近极小化序列。又因lim
k→∞

 
xnk=2恒成立,故式(1)为广义D0-适定的。

给出式(1)的标量化问题如下:

min
 

h(F(x)),

s.t.
 

x∈S。 (6)
其中:h(F(x))=Im(F(x),F(2))。

由例1可知h(F(1))= 2,h(F(2))=0,故式(6)的极小解集arg
 

min(S,h)={2}。易验证lim
n→∞

h(F(xn))=

inf{h(F(x)):x∈S}成立,故{xn}≡2为式(6)的唯一极小化序列。又因lim
k→∞

 
xnk=2恒成立,故式(6)为广义适定

性问题。

4 结束语

本文基于既有成果,提出一种新的非线性标量化函数,得到相应标量化结果,通过引入集优化问题的广义

D0-适定性定义,建立了集优化问题的广义D0-适定性与对应的标量优化问题的适定性之间的等价关系。
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Abstract:
 

This
 

paper
 

investigates
 

the
 

necessary
 

and
 

sufficient
 

conditions
 

for
 

the
 

generalized
 

D0-well-posedness
 

of
 

set
 

optimization
 

problems
 

and
 

the
 

generalized
 

well-posedness
 

of
 

scalar
 

optimization
 

problems.
 

Based
 

on
 

the
 

partial
 

order
 

relation
 

defined
 

by
 

the
 

Minkowski
 

difference,
 

a
 

new
 

class
 

of
 

nonlinear
 

scalarization
 

functions
 

is
 

introduced.
 

Through
 

strict
 

derivation
 

of
 

the
 

monotonicity
 

of
 

this
 

function
 

and
 

in
 

combination
 

with
 

the
 

intrinsic
 

characteristics
 

of
 

the
 

partial
 

order
 

relation,
 

the
 

characterization
 

of
 

weakly
 

minimal
 

solutions
 

of
 

set
 

optimization
 

problems
 

under
 

certain
 

conditions
 

and
 

the
 

derivation
 

of
 

well-posedness
 

results
 

are
 

accomplished.
 

The
 

scalarization
 

equivalent
 

conditions
 

for
 

weakly
 

minimal
 

solutions
 

of
 

set
 

optimization
 

problems
 

are
 

obtained,
 

and
 

it
 

is
 

proved
 

that
 

a
 

set
 

optimization
 

problem
 

is
 

generalized
 

D0-well-posed
 

if
 

and
 

only
 

if
 

the
 

scalarization
 

problem
 

is
 

generalized
 

well-posed.
 

The
 

results
 

of
 

this
 

paper
 

enrich
 

the
 

related
 

achievements
 

of
 

scalarization
 

methods
 

and
 

well-posedness
 

theory
 

for
 

set
 

optimization
 

problems.
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