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摘要:有效集方法因自身的安全性和可靠性而在实际应用中起着至关重要的作用。本文提出了求解带有线性约束多目标

规划的有效集方法。该方法通过一个容易求解的特殊的线性规划问题生成可行方向,并通过有显式解的精确线搜索问题

生成步长。在较弱的条件下,证明了上述算法产生的序列收敛到原问题的Karush-Kuhn-Tucker稳定点,并在凸性的假设

下证明了这一算法的聚点是原问题的弱有效解。最后,通过数值实验验证了该算法在求解多目标优化问题中的有效性与

优越性。
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本文研究如下线性约束多目标规划问题:

min
x∈Rn

 f(x)=(f1(x),f2(x),…,fm(x))T,j=1,2,…,m;

s.t.
 

gi(x)=aT
ix-bi=0,i∈ ={1,2,…,l};

gi(x)=aT
ix-bi≥0,i∈ ={l+1,l+2,…,r}。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁

(1)

其中:目标函数f(x)的各分量fj(x):Rn→R,j=1,2,…,m 均为二阶连续可微的函数;约束函数gi(x):Rn→R,

i=1,2,…,r均为线性函数且满足l<r。假设式(1)的可行域是有界的,记为集合V,且有:

V={x∈Rn|gi(x)=0,i∈ ;gi(x)≥0,i∈ }。
同时,每个目标分量fj 的梯度⸵fj 在可行域V 上是Lj-Lipschitz连续的。

多目标优化问题在经济、工程、管理等实际领域中具有广泛的应用[1-9],该类问题的核心是在满足约束条件

的前提下寻找能够平衡多个相互冲突的目标的最优解,这类解被定义为Pareto最优解或有效解。求解多目标优

化问题的一个非常普遍的策略是将标量优化方法扩展到多目标优化方法中,而不是直接使用标量优化方法[10]。
这种策略起源于2000年Fliege等人[11]将单个问题的最速下降算法推广到无约束多目标优化问题中。从此之

后,越来越多的学者对此策略产生了兴趣,并发现了与该方法相关的一些新性质,且考虑了它的几种变体[12-17]。

2021年,Assunção等人[18]引入了条件梯度方法求解约束多目标优化问题,通过考虑不同步长获取策略,建立了

目标函数在无凸性假设和有凸性假设下的渐近收敛性质与迭代复杂度界限。2023年,Assunção等人[19]又使用

条件梯度法在同样的步长策略下求解了复合多目标优化问题,其中每个目标函数都是由光滑函数与非光滑函数

组成的;Chen等人[20]基于文献[18]中的工作,提出了一种用于求解具有非空内部的闭凸锥所诱导的偏序关系下

的约束向量优化问题的条件梯度法,并在目标函数满足凸性假设的条件下,保证了方法的收敛性;杨春蓉等人[21]

提出了求解多目标优化问题的非单调对角最速下降算法,并使用非单调的Armijo准则求解下降方向,同时还进

行了收敛性分析。现有的多目标优化问题求解方法虽已得到较为广泛的应用,但这些方法存在明显局限。例如

投影梯度法对约束边界的处理不够灵活,易受约束结构影响导致局部收敛困境[22]。又如最速下降法依赖单目标

函数的梯度方向,而在多目标场景下各目标分量的梯度相互冲突;且该方法不存在统一的“最速下降方向”能同

时实现对所有目标的有效改进,需额外调整,由此导致原始“最速”特性丧失;同时该方法易陷入局部非支配点,
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难以覆盖全局Pareto前沿[11]。而在优化领域中,有效集方法对约束有着高效的处理能力,在单目标带约束优化

问题中已发展成熟。有效集方法通过在迭代过程维护“有效约束集”,将复杂的带约束优化问题转化为仅考虑有

效约束的简化子问题,明显降低了计算复杂度,尤其在处理线性约束单目标问题时,展现出良好的稳定性和求解

效率。多目标优化问题的目标函数的向量特性使得单目标有效集方法难以直接迁移,Halffmann等人[23]指出,
当前针对线性约束多目标规划的算法研究仍集中于整数变量场景,面向连续型问题的有效集方法尚未形成完善

的理论体系和高效算法框架。因此,构造一种适配线性约束特性、兼顾计算效率与优化性能的多目标有效集方

法,成为解决此类问题的关键需求。
基于上述研究背景,本文从有效集的核心概念出发,提出一种求解线性约束多目标规划的有效集方法。在

迭代过程中,基于当前迭代点的有效集(等式约束与当前起作用的不等式约束的并集),构造易于求解的特殊线

性规划子问题以生成可行方向,同时通过具有显式解的精确线搜索确定最优步长,确保算法在满足约束条件的

前提下实现目标函数的有效改进。本文的主要贡献体现在以下2个方面:

1)
 

构造了适用于线性约束多目标规划的有效集方法,通过分解复杂优化问题为简单子问题,降低了计算难

度,且迭代过程中动态更新有效集,适配约束结构的变化,实用性强。

2)
 

完善了算法的收敛性理论,在较弱的假设条件下,证明了算法生成的迭代序列收敛到原问题的Karush-
Kuhn-Tucker(KKT)稳定点,且迭代序列的聚点为原问题的弱有效解,为算法的可靠性提供了理论保障。

1 预备知识

设R是实数集。在n 维欧氏空间 Rn 中,内积和范数分别用<·,·>和 · 表示。设J∶={1,2,…,m},
L∶=max

j∈J
 
Lj。这里Lj 是⸵fj 的Lipschitz常数。函数f 在x∈Rn 上的Jacobi矩阵用Jf 表示为含有以下元素

的m×n 矩阵:

[Jf]i,j=
∂fi

∂xj
(x)。

通过求解子问题式(2)来寻找式(1)的解:

min
x∈Rn

 f(x)=(f1(x),f2(x),…,fm(x))T,j=1,2,…,m;

s.t.
 

gi(x)=aT
ix-bi=0,i∈S(xk)。 

 

(2)

记  (xk)={iaT
ixk-bi=0,i∈ },在点x 处的有效集为S(xk)= ∪ (xk)(也即等式约束与当前起作用的不

等式约束的并集)。
定义1[24] 如果不存在y∈V 使得f(y)≤f(xk)且f(y)≠f(xk)(f(y)<f(xk)),则称点xk∈V 是式(1)

的有效(弱有效)解。此时,f(xk)被称为非支配(弱非支配)点。
弱有效解的判定可通过一阶条件精准刻画:当目标与可行集为凸时,点x*∈V 是式(1)的弱有效解的充要

条件是x*是Pareto临界(稳定)的,也即:

max
j=1,…,m

<⸵fj(x*),y-x*>≥0,∀y∈V。 (3)

定义2[24] 如果存在一个邻域W⊆V 使得点xk 是f 在W 上的有效(弱有效)解,则称点xk∈V 是式(1)的
局部有效(弱有效)解。此时,f(xk)被称为局部非支配(弱非支配)点。

实际上,在本文基于方向的算法中,每次迭代时都需要一个同时改进所有目标函数的可行方向。
定义3[24] 如果存在α0>0使得∀α∈(0,α0]和j∈1,2,…,m 有fj(xk+αd)<fj(xk),则称d∈Rn 是式(1)

在点xk∈V 处的改进方向。
定义3中提及的改进方向被认为是所有目标函数同时改进的方向。
定义4[24] 如果存在α0>0使得∀α∈(0,α0]和i∈S(xk)有aT

id=0,则称d∈Rn 是式(1)在点xk∈V 处的

可行方向。
从理论和计算的角度来看,凸性是优化中的一个有用的假设。在存在凸性的情况下,一个问题的全局解可

以由它的局部解导出。
定义5[24] 设U 为 Rn 上的一个凸集,如果它的所有分量都是凸的,则向量函数f:U→Rm 被称为 Rm-凸

(Rm-严格凸)函数。
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引理1[24] 设U 为Rn 上的一个凸集,f:U→Rp 是一个Rp-凸函数,则式(1)的任何局部有效解都是有效解。
由于本文所考虑问题的目标函数f(x)是具有凸性的,且可行域为凸集,根据引理1,式(1)的任何局部有效

解都是全局有效解,因此本文中提到的解均为全局解。

2 多目标问题的有效集方法

对一个给定点xk∈V,定义搜索方向为d(xk)∶=p(xk)-xk,有:

p(xk)∈arg
 

min
p∈V

max
j∈J

⸵fj(xk)T(p-xk):aT
i(p-xk)=0,i∈S(xk)  。 (4)

因为可行域V 是由线性约束组成的有界集合,因此V 是紧集,式(4)有解,且p(xk)定义良好。记式(4)的最

优值为γ(xk),即:

γ(xk)∶=max
j∈J
{⸵fj(xk)T(p(xk)-xk):aT

i(p(xk)-xk)=0,i∈S(xk)}。 (5)

接下来给出约束多目标优化式(1)临界点的定义。
定义6 如果∀i∈S(xk),∀d∈Rn 满足aT

id=0,存在j∈J 使得⸵fj(xk)Td≥0,则称解xk∈V 为式(1)的
临界点。

利用上述临界点的定义,可以给出寻找改进可行方向的一个直接结果。
推论1 设xk∈V 为式(1)的一个非临界点,则在点xk 处存在改进方向d 使得:

⸵fj(xk)Td<0,∀j∈J;

aT
id=0,∀i∈S(xk)。 

不可微问题式(4)的解可以通过求解下面的约束线性规划问题得到:

min
(τ,p)

 
τ;

s.t.
 

⸵fj(xk)T(p-xk)≤τ;

aT
i(p-xk)=0,i∈S(xk);

τ∈R,p∈V。

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

(6)

下面给出关于函数γ(·)的性质的一个引理,用于说明函数γ(·)和式(1)的弱有效解之间的关系,也是本

文算法的停机准则。
引理2 关于式(1),下列命题成立:1)

 

∀x∈V,γ(x)≤0;2)
 

γ(·)是连续函数;3)
 

γ(x)=0当且仅当x∈V
是式(1)的稳定点。

证明 1)
 

因为x∈V,根据式(4)和式(5),有γ(x)≤max
j∈J

⸵fj(x)T(x-x)=0。

2)
 

设x∈V,考虑序列{xk}⊂V 使得lim
k→∞

xk=x。一方面,因为p(xk)∈V,根据式(4)和式(5)有γ(xk)≤

max
j∈J

⸵fj(xk)T(p(x)-xk),又因为函数fj 是二阶连续可微的且Rm∋p max
j∈J

 pj 是连续的,故有:

lim
 

sup
k→∞

 
γ(xk)≤γ(x)。 (7)

另一方面,因为p(xk)∈V,有:

γ(x)≤max
j∈J

⸵fj(x)T(p(xk)-x)=max
j∈J

⸵fj(x)T(p(xk)-xk+xk-x)≤

max
j∈J

⸵fj(x)T(p(xk)-xk)+max
j∈J

⸵fj(x)T(xk-x)。

因此,在上述不等式两侧取极限lim
 

inf
k→∞

,使用连续性论证,有:

γ(x)≤lim
 

inf
k→∞

 
max
j∈J

 

⸵fj(x)T(p(xk)-xk)=

lim
 

inf
k→∞

(γ(xk)+max
j∈J

⸵fj(x)T(p(xk)-xk)-max
j∈J

⸵fj(xk)T(p(xk)-xk))≤

lim
 

inf
k→∞

(γ(xk)+ Jf(xk)-Jf(x) p(xk)-xk ),

这里的第2个不等式成立是因为Rm∋p max
j∈J

pj 是Lipschitz连续的且常数为1。因为函数fj 是二阶连续可

微的,因此⸵fj 也是连续函数,又已知V 是紧集,且 p(xk)-xk ∈V,有:

γ(x)≤lim
 

inf
k→∞

γ(xk)。 (8)

结合式(7)和式(8)有lim
k→∞

 
γ(xk)=γ(x)。
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3)
 

假设x∈V 是式(1)的平稳点,也即∀p∈V,有max
j∈J

⸵fj(x)T(p-x)≥0。因为p(x)∈V,故有γ(x)=

max
j∈J

⸵fj(x)T(p(x)-x)≥0,结合引理2命题1)中γ(x)≤0,可得γ(x)=0。反过来,假设γ(x)=0。根据式

(5)中γ(·)的定义,有:0=γ(x)≤max
j∈J

⸵fj(x)T(p-x),∀p∈V。这表示点x 满足式(3),故点x 是式(1)的稳

定点。 证毕

基于上述内容,本文提出了用于求解式(1)的有效集方法,算法具体内容如下。
算法1 多目标规划的有效集算法。
步骤0(初始化),选取任意初始点x0∈Rn,令k=0,ε>0。
步骤1(计算搜索方向),在点xk 处确定相应的有效集S(xk)= ∪ (xk),并根据式(4)和式(5)求解子问题

式(6),得到γ(xk)和p(xk)。定义搜索方向为d(xk)∶=p(xk)-xk。
步骤2(终止准则),若 γ(xk)<ε,停止计算,输出xk 作为解。

步骤3(计算步长和新迭代),令αk=min{αmax
k ,αk},其中αmax

k ∶=1,αk= min
i∈ \S(xk)

bi-aT
ixk

aT
id(xk)

aT
id(xk)<0  ;令

xk+1∶=xk+αkd(xk)。
步骤4(更新系数和活动集),若αk=1,令S(xk+1)∶=S(xk)。否则,若αk<1,令S(xk+1)∶=S(xk)∪{ik},

其中ik 满足αk=
bik-a

T
ikxk

aT
ikd(xk)

。令k∶=k+1,回到步骤1。

注1 如果算法在第k次迭代时停止,则引理2中的命题3)意味着xk 是式(1)的弱有效解。
注2 在步骤3中,下降最好的可行点通过线搜索方法求出。注意到目标函数是凸函数,那么这一可行点应

该在可行域的边界上达到。因此,只需要求出满足可行条件的最大步长αk 即可。

当i∈S(xk)时,∀αk≥0,都有<⸵gi(xk),d(xk)>=aT
id(xk)=0和aT

i(xk+αkd(xk))=aT
ixk=bi,此时,αk≥0不

受限制。当i∉S(xk)时,即第i个约束是严格的不等式约束,此时要求αk 满足aT
i(xk+αkd(xk))-bi≥0,即:

αkaT
id(xk)≥bi-aT

ixk,i∉S(xk)。

注意到上式右端非正,故当aT
id(xk)≥0时,上式恒成立,而当aT

id(xk)<0时,由上式可解得:

αk≤
bi-aT

ixk

aT
id(xk)

。

故有:

αk=αk=min
bi-aT

ixk

aT
id(xk)

aT
id(xk)<0  。

因此,为了使步长更加保守,
 

在算法中设置αk=min{αmax
k ∶=1,αk}。

3 收敛性分析

在本节中,对算法1进行收敛性分析。约束优化问题的最优性分析常依赖对偶理论的支撑,Farkas引理[25]

作为连接原始问题与对偶问题的核心工具,为后续的推导提供了关键理论依据。以下首先给出Farkas引理的一

个等价描述方式。
引理3 设A1 为n×s矩阵,A2 为n×t矩阵,b 为n 维向量,则下述2个系统恰有1个解:1)

 

AT
1x=0,

AT
2x≥0,bTx<0;2)

 

A1u+A2v=b,v≥0。
下述定理揭示了γ(x)=0与KKT点的内在联系。
定理1 设xk∈V,则xk 是式(1)KKT点的充要条件是子问题式(5)中γ(xk)=0。
证明 1)

 

必要性。假设xk 是式(1)的KKT点,即存在非零权重向量λ≥0和乘子μ 使得:

∑
j∈J

λj⸵fj(xk)=∑
i∈ 

μiai+ ∑
i∈ (xk)

μiai,μi≥0,i∈ (xk)。 (9)

考虑任意满足aT
id=0(i∈S(xk))的可行方向d,将式(9)两边与d 做内积,可得:

∑
j∈J

λj⸵fj(xk)Td= ∑
i∈S(xk)

μiaT
id=0。
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由于λj>0,若存在某个j使得⸵fj(xk)Td<0,则需存在其他j',使得⸵fj(xk)Td>0,从而抵消加权和;因此有

max
j∈J

⸵fj(xk)Td≥0。结合式(5)中γ(x)的定义和引理2中的命题1),可得γ(xk)=0。

2)
 

充分性。假设γ(xk)=0,证明xk 是式(1)的KKT点。
由式(5)中γ(x)的定义,有:

γ(xk)=min
p∈V

 
max
j∈J

{⸵fj(xk)T(p-xk):aT
i(p-xk)=0,i∈S(xk)}。

令d=p-xk,则上式等价于γ(xk)=min
d∈D

 
max
j∈J

⸵fj(xk)Td,其中:

D={d:aT
id=0,i∈S(xk),xk+d∈V}。

利用最大函数的对偶表示:

max
j∈J

⸵fj(xk)Td=max
λ∈Δ∑j∈Jλj⸵fj(xk)Td,

其中:Δ= λ ∈Rm:λ ≥0,∑λj =1  ,因此可将γ(xk)改写为:

γ(xk)=min
d∈D

 
max
λ∈Δ ∑j∈Jλj⸵fj(xk)Td。

根据Minimax定理,由于Δ 和D 均为紧凸集且目标函数为双线性函数,可交换最小和最大运算顺序,于是有:

γ(xk)=max
λ∈Δ

 
min
d∈D∑j∈Jλj⸵fj(xk)Td。

由γ(xk)=0可知存在λ*∈Δ 使得min
d∈D∑j∈Jλ

*
j ⸵fj(xk)Td=0,即∀d∈D,有∑

j∈J
λ*

j ⸵fj(xk)Td≥0。

考虑系统:-∑
j∈J

λ*
j ⸵fj(xk)Td<0(j∈J),aT

id=0(i∈S(xk)),xk+d∈V。该系统显然无解(否则将与

∑λ*
j ⸵fj(xk)Td≥0矛盾)。

根据引理3,上述系统无解当且仅当存在μi(i∈S(xk))使得:

-∑
j∈J

λ*
j ⸵fj(xk)= ∑

i∈S(xk)
μiai,

其中:对于i∈ (xk),有μi≥0。对于i∈ \ (xk)(非活跃的不等式约束),取μi=0,则得到完整的KKT条件。
因此,xk 是式(1)的KKT点。 证毕

在此基础上,以下定理将进一步证明算法1产生的迭代序列必然存在聚点,且聚点同时满足KKT条件与弱

有效解的要求。
定理2 针对式(1),假设算法1生成的序列为{xk}。如果目标函数f(x)是Rm-凸(严格Rm-凸)且二阶连续

可微的,水平集{x∈V fj(x)≤fj(x1)}是有界集,约束函数gi(x)(i∈{1,2,…,r})是线性的,那么,序列{xk}

至少存在1个聚点x*,且任何{xk}的聚点都是满足KKT条件的弱有效解(或有效解)。
证明 由算法设计可知,d(xk)=p(xk)-xk 是改进方向(定义3),结合精确线搜索的步长选择,则∀j∈J

均有f(xk+1)<f(xk),因此目标函数序列{f(xk)}严格单调递减。
又因水平集{x∈V fj(x)≤fj(x1)}有界,且{xk}始终包含于该水平集,故{xk}是有界序列。根据Bolzano-

Weierstrass定理(有界序列必有聚点),{xk}至少存在1个聚点x*,即存在子序列{xkt
}⊆{xk},使得lim

t→∞
 
xkt=x

*。

由引理2命题1)可知,∀x∈V,γ(x)≤0,因此{γ(xk)}是非递增且有上界的序列。根据单调有界定理,
{γ(xk)}存在极限γ0=lim

k→∞
 
γ(xk)≤0。若γ0<0,则存在δ>0,使得对所有充分大的k,有γ(xk)≤-δ。由γ(xk)

的定义可知,子问题式(4)始终存在非零改进方向d(xk),使得max
j∈J

⸵fj(xk)Td(xk)=γ(xk)≤-δ<0,即d(xk)

是严格改进方向。结合精确线搜索的步长αk,目标函数序列{f(xk)}会持续严格下降,与{f(xk)}单调递减且有

下界(因可行域V 有界,f(x)连续故有界)矛盾。因此γ0<0不成立,故有γ0=0,也即lim
k→∞

 
γ(xk)=0。

接下来证明聚点x*是弱有效解(若f(x)是严格Rm-凸则为有效解)。
用反证法。假设x*不是弱有效解。根据定义1,存在不同于点x* 的点y∈V,使得∀j∈J 有fj(y)≤

fj(x*),且至少存在1个h∈J 使得fh(y)<fh(x*)。由于lim
t→∞

 
xkt=x* 且f(x)连续,故lim

t→∞
 fh(xkt

)=

fh(x*),结合fh(y)<fh(x*)可知,存在充分大的t使得:
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fh(y)<fh(xkt
)。 (10)

令d=y-xkt
,因为V 是凸集(线性约束界定的可行域必为凸集),且∀α∈(0,1],有:

xkt+αd=(1-α)xkt+αy∈V,
故d 是可行方向。

又因fh(x)可微,由式(10)及可微函数的单调性判定,有:

⸵fh(xkt
)Td=lim

α→0+

fh(xkt+αd)-fh(xkt
)

α <0,

这表明d 是xkt
处的改进方向,然而根据算法设计,d(xkt

)是子问题式(4)的最优改进方向,即目标函数沿着

d(xkt
)的下降程度优于所有其他改进方向,因此有:

fh(xkt+1
)≤fh(xkt+αd),∀α∈(0,αkt

]。

但式(10)表明,存在y∈V 使得fh(y)<fh(xkt
),即沿方向d 可获得更大幅度的下降,与d(xkt

)的最优性矛盾。

因此假设不成立,x*是式(1)的弱有效解。
由引理2中的命题2),并结合上述结论lim

k→∞
 
γ(xk)=0及聚点的定义lim

t→∞
 
xkt=x

*,有:

γ(x*)=γ(lim
t→∞

 
xkt
)=lim

t→∞
 
γ(xkt

)=0。

此时,由引理2中的命题3)也再次印证了x*是式(1)的弱有效解。进一步地,根据定理1,x*满足式(1)的KKT
条件,是式(1)的KKT点。

综上所述,序列{xk}的任一聚点x*均为式(1)满足KKT条件的弱有效解(或有效解)。 证毕

4 数值实验

本节应用算法1来求解线性约束多目标规划问题,并验证这一算法的性能。所有的数值实验均在配备

MATLAB
 

R2020b的笔记本电脑(2.10
 

GHz
 

CPU、16.0
 

GB
 

RAM)上完成。

4.1 数值实验1
给出如下简单示例:

min
x

 

(x2
1+2x2

2,(x1-3)2+(x2-2)2);

s.t.
 

x1+x2=3;

1≤x1≤3;

x2≥1。

这个问题包含1个等式约束与3个不等式约束,算法的收敛精度设置为10-9,最大迭代次数为20,给定初始点

x0=[1.2,1.8],求解过程如图1~3所示。

图1 决策空间中的迭代轨迹

Fig.1 Iterative
 

trajectories
 

in
 

decision
 

space

图2 目标函数值的变化

Fig.2 Variation
 

in
 

objective
 

function
 

value
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图3 Pareto前沿上的迭代轨迹

Fig.3 Iterative
 

trajectory
 

on
 

the
 

Pareto
 

front

  由图1可见,从初始点出发,迭代轨迹逐步沿可行

域移动,最终收敛到Pareto最优点[2.0,1.0]。由图2
可以看出,迭代过程中2个目标被同步改进,直到收敛

至无进一步优化空间。由图3可以看出,迭代轨迹(绿
色实线)从初始点逐步逼近Pareto前沿,最终收敛点

[6.00,2.00]正好落在Pareto前沿上。

4.2 数值实验2
通过对ZDT2(前沿非凸)和DTLZ1(前沿凸)测试

问题额外添加合适的等式约束(表1)将本文提出的多

目标规划的有效集算法与多目标优化的加权求和算法

进行了 对 比 实 验。设 置 目 标 函 数 的 数 量 分 别 为2
(ZDT2问题)、3(DTLZ1问题)、4(DTLZ1问题)和5
(DTLZ1问题)个,决策变量(x)的维数为30,收敛精度

为10-6,最大迭代次数为1
 

000,加权求和方法求解时随机生成权重。对比了2种方法的CPU耗时、非支配解的

数量、超体积指标(归一化)、约束违反度4个参数,如图4~7所示。

表1 多目标测试问题

Tab.1 Multi-objective
 

text
 

problems

问题
目标

个数
目标函数 约束条件

文献

来源
凸性

ZDT2 2

f1(x)=x1,

f2(x)=g(x)· 1-
x1

g(x)  
2

  ,

g(x)=1+9·
∑
30

i=2
xi

29

原始约束:

xi∈[0,1](i=1,2,…,30)

额外添加:

2x1+∑
10

i=2
xi =4

[26] 非凸

DTLZ1 3

f1(x)=
1
2x1x2(1+g(x)),

f2(x)=
1
2x1(1-x2)(1+g(x)),

f3(x)=
1
2
(1-x1)(1+g(x)),

g(x)=100· 28+∑
30

i=3

((xi -0.5)2-cos(20π(xi -0.5)))  

原始约束:

xi∈[0,1](i=1,2,…,30)

额外添加:

x1+x2+x3 =1.2

[27] 凸

DTLZ1 4

f1(x)=
1
2x1x2x3(1+g(x)),

f2(x)=
1
2x1x2(1-x3)(1+g(x)),

f3(x)=
1
2x1(1-x2)(1+g(x)),

f4(x)=
1
2
(1-x1)(1+g(x)),

g(x)=100· 27+∑
30

i=4

((xi -0.5)2-cos(20π(xi -0.5)))  

原始约束:

xi∈[0,1](i=1,2,…,30)

额外添加:

x1+x2+x3+x4=1.0

[27] 凸
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续表1

问题
目标

个数
目标函数 约束条件

文献

来源
凸性

DTLZ1 5

f1(x)=
1
2x1x2x3x4(1+g(x)),

f2(x)=
1
2x1x2x3(1-x4)(1+g(x)),

f3(x)=
1
2x1x2(1-x3)(1+g(x)),

f4(x)=
1
2x1(1-x2)(1+g(x)),

f5(x)=
1
2
(1-x1)(1+g(x)),

g(x)=100· 26+∑
30

i=5

((xi -0.5)2-cos(20π(xi -0.5)))  

原始约束:

xi∈[0,1](i=1,2,…,30)

额外添加:

x1+x2+x3+x4+x5=

1.0

[27] 凸

图4 CPU耗时对比

Fig.4 Comparison
 

of
 

CPU
 

time
 

consuming

图5 生成非支配解数量对比

Fig.5 Comparison
 

of
 

the
 

number
 

of
 

generated
 

non-dominated
 

solutions

图6 超体积指标(归一化)对比

Fig.6 Comparison
 

of
 

hypervolume
 

index
 

(normalized)
图7 约束违反率对比

Fig.7 Comparison
 

of
 

constraint
 

violation
 

rate
 

图4显示:有效集算法的CPU耗时比加权求和算法少;且当目标函数的维度增大时,有效集算法的CPU耗

时增长速率也比加权求和算法低得多。同时,通过有效集算法生成的非支配解的数量更多(图5),且该算法的超

体积指标更大(图6);因此相比于加权求和算法,经有效集算法所得解的质量更好。从图7则可以看出:有效集
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算法几乎不产生违反约束的解;而加权求和算法在求解问题时依赖fmincon求解器,优先降低目标函数值,其次

才考虑满足约束,所以这一算法在求解问题时必然会存在约束违反率。
综合上述结果可知,本文提出的多目标规划的有效集算法相较于多目标优化的加权求和算法在求解效率、

解的覆盖性、解的质量、约束安全性等4个维度上都体现了优越性:该算法不仅在求解非凸前沿(ZDT2)和凸前

沿(DTLZ1)问题时均能稳定工作,而且它的优势随着目标函数个数增加而更加明显,还解决了加权求和方法在

多目标场景下效率低、解覆盖不足、约束违反等问题,从而为线性约束多目标规划提供了更可靠的求解方案。

5 结束语

本文提出了求解带有线性约束多目标优化问题的有效集方法。通过一个易于求解的线性规划问题生成可

行方向,并使用精确线搜索生成步长。基于假设条件,证明了算法生成序列的聚点都是满足KKT条件的弱有效

解(或有效解)。最后,将本文提出的算法与多目标优化的加权求和方法进行了对比实验,结果表明本文提出的

算法性能更高。本文的研究思路在今后可拓展至带有更加复杂约束的场景,并进行可行性分析。
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Abstract:
 

The
 

effective
 

set
 

method
 

plays
 

a
 

crucial
 

role
 

in
 

practical
 

applications
 

due
 

to
 

its
 

inherent
 

safety
 

and
 

reliability.
 

This
 

paper
 

proposes
 

an
 

effective
 

set
 

method
 

for
 

solving
 

multi-objective
 

programming
 

problems
 

with
 

linear
 

constraints.
 

This
 

method
 

generates
 

feasible
 

directions
 

through
 

a
 

special
 

linear
 

programming
 

problem
 

that
 

is
 

easy
 

to
 

solve
 

and
 

generates
 

step
 

sizes
 

through
 

an
 

exact
 

line
 

search
 

problem
 

with
 

an
 

explicit
 

solution.
 

Under
 

relatively
 

weak
 

conditions,
 

this
 

paper
 

proves
 

that
 

the
 

sequence
 

generated
 

by
 

the
 

above
 

algorithm
 

converges
 

to
 

a
 

Karush-Kuhn-Tucker
 

stable
 

point
 

of
 

the
 

original
 

problem,
 

and
 

under
 

the
 

assumption
 

of
 

convexity,
 

it
 

is
 

proved
 

that
 

the
 

accumulation
 

point
 

of
 

this
 

algorithm
 

is
 

a
 

weakly
 

efficient
 

solution
 

to
 

the
 

original
 

problem.
 

Finally,
 

the
 

effectiveness
 

and
 

superiority
 

of
 

the
 

algorithm
 

in
 

solving
 

multi-objective
 

optimization
 

problems
 

are
 

verified
 

through
 

numerical
 

experiments.
Keywords:

 

multi-objective
 

programming;
 

effective
 

set
 

method;
 

linear
 

constraint
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