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摘要:针对非凸函数求和的最小化问题,提出了一种部分基于Bregman距离的Douglas-Rachford分裂算法。提出的算法

通过引入Bregman距离函数,对经典Douglas-Rachford分裂框架中的部分子问题进行非欧几里得推广,从而扩展了该类

算法在非欧几何结构下的应用。在理论分析方面,通过构造价值函数并且结合Kurdyka-Łojasiewicz性质,证明了算法迭

代序列具有全局收敛性。在数值实验中,以非凸可行性问题为测试基准,并针对含Bregman距离的子问题进行了专门的

数值计算设计。研究结果显示本文提出的算法在收敛速度、计算精度与数值稳定性方面均明显优于传统算法。
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Douglas-Rachford分裂算法(后简记为DR算法)是一种经典的优化算法,最初由Douglas等人[1]提出,用于

热微分方程的数值求解。随后,Lions等人[2]将DR算法应用于2个闭凸函数之和的最小化问题。DR算法能够

有效处理具有竞争结构的问题,例如寻找2个闭凸集交集中的点(可行性问题),该问题可转化为最小化2个集

合指示函数之和的优化问题。Eckstein等人[3]在凸设定下进一步研究了DR算法,揭示了该算法与近端点算法

的关系。目前,DR算法已被广泛应用于信号处理等领域的凸优化问题研究中,详见文献[4-7]。
在非凸设定下,有关DR算法的加速方法已有较多研究,包括惯性DR算法[8]、带松弛参数的DR算法[9]、参

数化DR算法[10]以及惯性参数化DR算法[11]。对于凸情形而言,DR算法在过去数十年中得到了广泛应用,相关

研究在收敛性证明及各种推广扩展方面取得了明显进展。关于DR算法的更多细节参见文献[12-13]。然而,上
述研究都是在欧式情况下开展,它们在子问题计算方面显得不够灵活。有鉴于此,本文提出一种部分基于

Bregman距离的DR算法(后简记为PBDR算法),用于求解非凸复合问题:

min
x∈Rn

 
F(x)=f(x)+g(x), (1)

其中:f 具有Lipschitz连续梯度,它的Lipschitz常数以L�f 为界,且假设f(x)+
l
2 x 2 为凸函数,g:Rn→R=

(-∞,∞]为真下半连续函数。特别地,当h=
1
2
· 2 时,PBDR算法在忽略某些常数项后即退化为经典DR

算法。本研究通过引入Bregman距离并且运用特殊设计的价值函数序列,将DR算法扩展至非欧几里得设定。
该框架允许灵活选择Bregman距离中的核函数h,从而更好地适应目标函数的局部几何特性。通过充分利用目

标函数的几何性质,PBDR算法能够获得更优的收敛速度。

1 记号与基础知识

本文使用Rn 表示n 维欧几里得空间,N表示自然数集合。<·,·>表示内积<x,y>=xTy,· 表示由该内

积诱导的范数 x = <x,x>,其中x,y∈Rn,·(i)代表向量·的第i个分量。对于一个扩展实值函数f,它的定

义域为dom
 

f∶={x∈Rn:f(x)<+∞}。若dom
 

f≠∅且函数值不恒为-∞,则称该函数为真函数。若函数是
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下半连续的,则称之为闭函数。对于一个凸的、下半连续的函数f:Rn→R=(-∞,∞],Fenchel共轭函数f*:

Rn→R定义为f*(y)∶=sup
x∈Rn
{<y,x>-f(x)}。对于一个真函数f:Rn→R,在x∈dom

 

f 处的Fréchet次微分

(也称为正则次微分)定义为:

∂̂f(x)∶=v∈Rn:lim
 

inf
x→x,x≠x

f(x)-f(x)-<v,x-x>
x-x ≥0  。

记y
f
→x 表示y→x 且f(y)→f(x)。则基本次微分(也称为极限次微分)定义为:

∂f(x)∶={v∈Rn:∃(xt,vt)s.t.
 

xt
f
→x,vt∈∂̂f(xt),vt→v}, (2)

其中t→+∞且t∈N\{0}。上述定义直接给出如下稳定性性质:

{v∈Rn:∃xt
f
→x,vt→v,vt∈∂f(xt)}⊆∂f(x), (3)

同时使用记号dom
 

∂f∶={x∈Rn:∂f(x)≠∅}。若f 连续可微,则次微分式(2)退化为f 的导数�f。另一方

面,若f 为凸函数,则式(2)退化为凸分析中的经典次微分(例如文献[14]中的命题8.12),即:

∂f(x)={v∈Rn:<v,y-x>≤f(y)-f(x),∀y∈Rn}。
对于具有多组变量的函数f,记∂xf(�xf)为f 关于变量x 的次微分(导数)。若lim

 

inf
x →∞

 f(x)=∞,则称函数

f 是强制的。最后,若f-
σ
2
· 2 是凸函数,则称函数f 是系数为σ>0的强凸函数。

对于闭集S⊆Rn,它的指示函数定义为δS(x)=0(若x∈S)和δS(x)=∞(否则)。此外,S 在x∈S 处的(极

限)法锥由NS(x)=∂δS(x)给出。子集S⊆Rn 的距离函数为:

dist
 

(·,S):Rn→R,x dist
 

(x,S)=inf{x-y :y∈S},
若集合S 是闭凸的,则使用PS(x)表示x 到S 的投影。

定义1[15] (半代数)1)
 

若存在有限多个多项式gij,hij:Rn→R 使得S=∪p
j=1∩q

i=1{x∈Rn:gij(x)=
0

 

&
 

hij(x)<0},则称集合S⊆Rn 为半代数集;2)
 

若函数图像gph
 

f={(x,y)∈Rn+1:f(x)=y}
 

是半代数集,

则称函数f:Rn→R为半代数函数。
定义2[16] (Kurdyka-Łojasiewicz(KL)性质与 KL函数)若存在

 

x 的邻域U、η∈(0,∞]和连续凹函数

φ:[0,η)→R+=[0,+∞)使得:

1)
 

φ(0)=0且φ 在(0,η)上连续可微,φ'>0;

2)
 

对所有满足f(x)<f(x)<f(x)+η的x∈U,有φ'(f(x)-f(x))dist
 

(0,∂f(x))≥1;
则称真函数f 在x∈dom

 

∂f 处具有KL性质。若真闭函数f 在dom
 

∂f 中的所有点均满足KL性质,则称该函

数为KL函数。
注1[15] 设f:Rn→R为真下半连续函数,且

 

x∈dom
 

∂f。若f 是半代数函数,则它在
 

x 处具有凹KL性

质,且φ(t)=ξ·t1-θ,其中:ξ>0,θ∈(0,1)。
由可微函数h:Rn→R诱导的Bregman距离定义为:

Dh:Rn×Rn→R:(x,y) h(x)-h(y)-<�h(y),x-y>。

引理1[17] 设h 为σ-强凸且具有Lipschitz连续梯度(常数为L�h)。则∀x,y∈Rn,满足:
 

σ
2 x-y 2≤Dh(x,y)≤

L�h

2 x-y 2。 (4)

2 PBDR算法与收敛性分析

本文所有研究基于以下假设进行。
假设1 1)

 

f:Rn→R=(-∞,∞]为真函数,且具有Lipschitz连续梯度,Lipschitz常数为L�f,g:Rn→R为

真下半连续函数。2)
 

f(x)+
l
2 x 2 为凸函数,且l∈[-L�f,+∞)。3)

 

f 与g 至少有1个为强制函数,且都

下有界。
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本文建立的PBDR算法如下。
算法1 PBDR算法。
步骤1,输入初始点

 

x0 与步长参数λ;

步骤2,

yt+1∈arg
 

min
y

f(y)+
1
2γ y-xt

2  
zt+1∈arg

 

min
z

g(z)+
1
γDh(z,yt+1)+

1
γ
<xt-yt+1,z>  

xt+1=xt+(zt+1-yt+1)

􀮠

􀮢

􀮡

􀪁
􀪁
􀪁
􀪁
􀪁􀪁

;

步骤3,如果没有达到收敛条件,回到步骤1。
下面给出1个在证明与理解收敛性方面有很大帮助的注解。
注2 对于算法框架有以下最优化结果:

0=�f(yt+1)+
1
γ
(yt+1-xt),0∈∂g(zt+1)+

1
γ
(�h(zt+1)-�h(yt+1))+

1
γ
(xt-yt+1)。 (5)

因此∀t≥1,有:

0∈�f(yt)+∂g(zt)+
1
γ
(�h(zt)-�h(yt))。 (6)

于是,若lim
t→∞

xt+1-xt =lim
t→∞

zt+1-yt+1 =0,且如果{(yt,zt,xt)}存在至少1个聚点(y,z,x)及收敛子列

lim
j→∞
(ytj
,ztj
,xtj
)=(y,z,x)满足lim

j→∞
g(ztj

)=g(z),则沿该子列在式(6)中取极限并利用式(3),不难看出(y,z)

给出式(1)的一个稳定点,即满足
 

y=z且0∈�f(z)+∂g(z)。

2.1 PBDR算法价值函数与参数假设

首先给出PBDR算法的价值函数形式,它来源于文献[16]。与文献[16]相比,本文中该函数的等价形式有

所不同。
定义3 设γ>0。PBDR算法的价值函数定义为:

Dγ(y,z,x)=f(y)+g(z)+
1
2γ
(y-x 2- z-x 2)。 (7)

下面给出价值函数的几个等价形式,这在证明价值函数下降性中有很大用处。
注3 Dγ 可等价写为:

Dγ(y,z,x)=f(y)+g(z)+
1
2γ
(y-z 2+2<z-x,y-z>)=

f(y)+g(z)+
1
γDh(z,y)+

1
γ
<y-x,y-z>-

1
γ z-y 2-

1
γDh(z,y), (8)

其中:第1个等式由关系 y-x 2= y-z 2+ z-x 2+2<z-x,y-z>得到,第2个等式则通过向式(7)中添

加项
1
γDh(z,y)+

1
γ
<y-x,y-z>得到,即:

Dγ(y,z,x)=f(y)+g(z)+
1
2γ
(y-x 2- z-x 2)+

1
γDh(z,y)+

1
γ
<y-x,y-z>-

1
γDh(z,y)+

1
γ
<y-x,z-y>=f(y)+g(z)+

1
2γ
(y-x 2- z-x 2)+

1
γDh(z,y)+

1
γ
<y-x,y-z>-

1
γDh(z,y)+

1
2γ
(z-x 2- z-y 2- y-x 2)=

f(y)+g(z)+
1
γDh(z,y)+

1
γ
<y-x,y-z>-

1
γ
(Dh(z,y)+

1
2 z-y 2)。

接下来给出算法收敛性分析的前提假设,也就是收敛性需要满足的前提条件。

假设2 1)
 

σh≥1,γ>0;2)
 

令Mγ=
(1+L�h)
2

(γL�f+1)2+ L�h+
3
2  γl-(1+L�h)+1

2
,有 Mγ<0;3)

 

算

法1产生的序列(yt,zt,xt)有界。
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2.2 PBDR算法的收敛性

现在便给出第1个收敛性结果,其中包括了价值函数的下降性以及子序列的收敛性。
定理1 (全局子序列收敛性)若假设1、2成立,那么{Dγ(yt,zt,xt)}t≥1 是非增的,且有

lim
t→∞

xt+1-xt =lim
t→∞

zt+1-yt+1 =0 (9)

成立。进一步地,对任意聚点(y,z,x),有
 

z=y 以及0∈�f(z)+∂g(z)成立。
证明 首先,由式(8)中的第1个关系注意到:

Dγ(yt+1,zt+1,xt+1)-Dγ(yt+1,zt+1,xt)=
1
γ
(<zt+1-xt+1,yt+1-zt+1>-<zt+1-xt,yt+1-zt+1>)=

1
γ
<xt-xt+1,yt+1-zt+1>=

1
γ xt+1-xt

2。 (10)

接下来,利用引理1中式(4)并结合式(8)中的第2个关系,可以得到:

Dγ(yt+1,zt+1,xt)-Dγ(yt+1,zt,xt)=g(zt+1)+
1
γDh(zt+1,yt+1)+

1
γ
<yt+1-xt,yt+1-zt+1>-

1
γ Dh(zt+1,yt+1)+

1
2 zt+1-yt+1

2  -g(zt)-
1
γDh(zt,yt+1)-

1
γ
<yt+1-xt,yt+1-zt>+

1
γ Dh(zt,yt+1)+

1
2 zt-yt+1

2  =g(zt+1)+
1
γDh(zt+1,yt+1)+

1
γ
<xt-yt+1,zt+1>-

1
γ Dh(zt+1,yt+1)+

1
2 zt+1-yt+1

2  -g(zt)-
1
γDh(zt,yt+1)-

1
γ
<xt-yt+1,zt>+

1
γ Dh(zt,yt+1)+

1
2 zt-yt+1

2  ≤
1
γ Dh(zt,yt+1)+

1
2 zt-yt+1

2- Dh(zt+1,yt+1)+
1
2 zt+1-yt+1

2  􀭠
􀭡

􀪁
􀪁 􀭤

􀭥

􀪁
􀪁 ≤

1
γ
1+L�h

2 zt-yt+1
2-
1+σh

2 xt+1-xt
2  。 (11)

接下来,由式(5)中的第1个关系注意到

� f+
l
2
· 2  (yt+1)=

1
γ
(xt-yt+1)+lyt+1,

由假设1的2)可知f+
l
2
· 2 为凸函数,此时利用凸函数梯度的单调性,可以得到∀t≥1,有:

<1γ(xt-yt+1)+lyt+1-
1
γ
(xt-1-yt)-lyt,yt+1-yt>≥0⇒

<xt-xt-1-(yt+1-yt),yt+1-yt>≥-γlyt+1-yt
2⇒

<xt-xt-1,yt+1-yt>≥<yt+1-yt,yt+1-yt>-γlyt+1-yt
2≥(1-γl)yt+1-yt

2。
因此,进一步得到:

yt+1-zt
2= yt+1-yt+yt-zt

2= yt+1-yt-(xt-xt-1)2= yt+1-yt
2+ xt-xt-1

2-
2<xt-xt-1,yt+1-yt>≤ yt+1-yt

2+ xt-xt-1
2-2(1-γl)yt+1-yt

2。 (12)
将式(12)代入式(11),得到当t≥1时,

Dγ(yt+1,zt+1,xt)-Dγ(yt+1,zt,xt)≤
1+L�h

2γ
[(-1+2γl)yt+1-yt

2+ xt-xt-1
2]-
1+σh

2γ xt+1-xt
2。 (13)

最后,由式(7)得到:

Dγ(yt+1,zt,xt)-Dγ(yt,zt,xt)=f(yt+1)+
1
2γ yt+1-xt

2-

f(yt)-
1
2γ yt-xt

2≤-
1
2
1
γ-l  yt+1-yt

2。 (14)
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将式(10)、(13)和(14)相加再结合σ≥1,进一步可得∀t≥1,有:

Dγ(yt+1,zt+1,xt+1)-Dγ(yt,zt,xt)≤
1
γ xt+1-xt

2-
1+σh

2γ xt+1-xt
2+

1+L�h

2γ
[(-1+2γl)yt+1-yt

2+ xt-xt-1
2]-

1
2
1
γ-l  yt+1-yt

2≤

1
2γ
[(1+L�h)(-1+2γl)-(1-γl)]yt+1-yt

2+
(1+L�h)
2γ xt-xt-1

2,

注意到f 具有Lipschitz连续的梯度,常数为L�f,且由式(5)中的第1个关系,有:

1
γ xt-yt+1-(xt-1-yt)= �f(yt+1)-�f(yt)≤L�f yt+1-yt ,

因此可以得到:

xt-xt-1 ≤(γL�f+1)yt+1-yt 。 (15)
进一步得出∀t≥1,有:

Dγ(yt+1,zt+1,xt+1)-Dγ(yt,zt,xt)≤
1
2γ
[(1+L�h)(-1+2γl)-1+γl+(1+L�h)(γL�f+1)2]yt+1-yt

2=
1
γMγ yt+1-yt

2。 (16)

由假设2中的2)可知Mγ<0,且可以看到{Dγ(yt,zt,xt)}t≥1 是非增的。将式(16)从t=1到t=N-1≥1进行

求和,可以得到:

Dγ(yN,zN,xN)-Dγ(y1,z1,x1)≤
1
γMγ∑

N-1

t=1
yt+1-yt

2。 (17)

由假设2中的3)可以得到{(yt,zt,xt)}存在1个聚点(y,z,x)且具有收敛子列lim
j→∞
(ytj
,ztj
,xtj
)=(y,z,x),则

利用Dγ 的下半连续性并在式(17)中取N=tj 且令j→∞取极限,有:

-∞ <Dγ(y,z,x)-Dγ(y1,z1,x1)≤
1
γMγ∑

∞

t=1
yt+1-yt

2。

由此立即得出结论:lim
t→∞

yt+1-yt =0。将该结论与式(15)结合,有lim
t→∞

xt-xt-1 =0,于是式(9)成立。此外,

由算法1步骤2中的第3个关系,有:

zt+1-zt = (xt+1-xt+yt+1)-(xt-xt-1+yt)≤2xt+1-xt + yt+1-yt ,
取t→∞时的极限,可以得到lim

t→∞
zt+1-zt =0。因此有:

lim
j→∞
(ytj
,ztj
,xtj
)=lim

j→∞
(ytj-1

,ztj-1
,xtj-1

)=(y,z,x), (18)

由
 

zt 作为极小化点的定义,有:

g(zt)+
1
γDh(zt,yt)+

1
γ
<xt-1-yt,zt>≤g(z)+

1
γDh(z,yt)+

1
γ
<xt-1-yt,z>,

沿收敛子列取极限并利用式(18),得到lim
 

sup
j→∞

 g(ztj
)≤g(z)。另一方面,根据g 的下半连续性,可以得到

lim
 

inf
j→∞

 g(ztj
)≥g(z)。因此有lim

j→∞
 g(ztj

)=g(z)。现在沿收敛子列{(ytj
,ztj
,xtj
)}在式(6)中取极限,并利用式

(3)、(6)和(9),可以看到定理1的结论成立。 证毕

接下来将假设函数f、g 和h 均为半代数函数,从而证明如果生成的整个序列有1个聚点,那么实际上整个

序列是收敛的。
定理2 (整个序列的全局收敛性)若假设1、2成立,并假设f、g 和h 都是半代数函数,那么整个序列{(yt,

zt,xt)}是收敛的。
证明 考虑Dγ 在(yt+1,zt+1,xt+1)处的次微分。首先,注意到∀t≥0,利用式(8)的第1个关系和xt+1 的

定义,有:

�xDγ(yt+1,zt+1,xt+1)=
1
γ
(zt+1-yt+1)=

1
γ
(xt+1-xt)。

然后,利用式(5)中的第1个关系和式(7),有:
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�yDγ(yt+1,zt+1,xt+1)=�f(yt+1)+
1
γ
(yt+1-xt+1)=

1
γ
(xt-xt+1)。

此外,对于关于
 

z的次微分,由式(7)有:

∂zDγ(yt+1,zt+1,xt+1)=∂g(zt+1)-
1
γ
(zt+1-xt+1)=∂g(zt+1)+

1
γ
(�h(zt+1)-

�h(yt+1))+
1
γ
(xt-yt+1)-

1
γ
(�h(zt+1)-�h(yt+1))-

1
γ
(xt-yt+1)-

1
γ
(zt+1-xt+1)∋-

1
γ
(�h(zt+1)-�h(yt+1))-

1
γ
(xt-yt+1)-

1
γ
(zt+1-xt+1),

其中的包含关系可以由式(5)的第2个关系得到。设ζ0=(�h(zt+1)-�h(yt+1))+(xt-yt+1)+(zt+1-xt+1),
那么有:

ζ0 ≤ �h(zt)-�h(yt)+ zt-yt + xt-xt-1 ≤
(L�h zt-yt + zt-yt + xt-xt-1 )=(L�h+2)xt-xt-1 ≤(L�h+2)(γL�f+1)yt+1-yt ,

其中最后1个不等式由式(15)得到。上述关系意味着

dist(0,∂Dγ(yt,zt,xt))=
inf{(μ,ν,ζ):(μ,ν,ζ)∈(�xDγ(yt,zt,xt),�yDγ(yt,zt,xt),∂zDγ(yt,zt,xt))}≤

1
γ
(xt-xt-1,xt-xt-1,-ζ0)=

1
γ xt-xt-1

2+ xt-xt-1
2+ ζ0 2≤

(γL�f+1)
γ 2+(L�h+2)2 yt+1-yt ,

即存在τ>0使得当t≥1时,有:

dist(0,∂Dγ(yt,zt,xt))≤τyt+1-yt 。
后续可采用文献[16]中定理2的证明方法,即可得出相应结果。 证毕

注4 本文的定理2与文献[16]中定理2的主要区别在于对价值函数Dγ 次微分的处理,其他方面得出的结

论一致。因此,仅需验证是否存在参数τ(即文献[16]定理2中的式(28)是否成立),后续证明过程即可沿用。

2.3 PBDR算法的步长规则

下面给出步长规则,以此来满足前面提到的假设2要求。在此之前为简化书写,令:

a=
(1+L�h)L2

�f

2
,b=(1+L�h)L�f+ L�h+

3
2  l,c=-12。

命题1 (步 长 规 则)若 假 设1成 立,取σh ≥1,令 γ* =
-b+ b2-4ac

2a
;则 γ* >0,且 ∀0<γ<

min 1
L�f

,γ*  ,都满足假设2。

证明 首先可以得到a>0,因此-4ac>0,也就是说 b2-4ac> b 。因此可得γ*>0,此时有:

1)
 

由σ与γ 选取方式,可以得到对假设2中1)的满足;

2)
 

Mγ 可以重写为aγ2+bγ+c,容易得到这是一个关于γ 开口向上的二次函数,且可以得到判别式Δ=
b2-4ac>0,以及当γ=0有Mγ=c<0。因此对于0<γ<γ*,有Mγ<0,即满足假设2中的2);

3)
 

运用0<γ<
1

L�f
以及假设1中3),再结合文献[16]中定理4的证明方式,即可满足假设2中的3)。

综上,假设2满足。 证毕

注5 命题1中提到的参数设置是常见的,只需要选择具有梯度Lipschitz的强凸h,满足σ≥1即可。比如

在文献[15]中提到的令h(x)=α 1+ x 2+β
2 x 2,此时只需要β≥1即可。

3 子问题研究与数值实验

本文子问题设计与数值实验都是针对以下非凸可行性问题:
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min
x∈D

1
2dist

2(x,C),

对应于式(1)就是令f=
1
2dist

2(·,C),g=δD,其中:C={x∈Rn:Ax=d},D={x∈Rn:x 0≤r,x ≤R},

A∈Rm×n,d∈Rm,r∈N\{0},R>0,对 (x∈Rn)x 0=∑
n

i=1
sgn(x(i)),其中 sgn(0)=0,否则 sgn(·)=1。

很显然可以得到C 是半代数集合。集合D 可以表示为:

D={x∈Rn:x 0≤r}∩{x∈Rn:x 2≤R2},
这是半代数集合的交集;由文献[18]的公式[27(d)]可得D 也是一个半代数集合。因此f 与g 都是半代数函

数,也就是满足KL性质。因此在PBDR算法框架下收敛性可以得到保证。
实验涉及的代码在 MATLAB

 

R2022a中实现,数值实验运行环境为64位 Windows系统,计算机硬件配置

为Intel(R)
 

Core(TM)
 

i5-8300H
 

2.30
 

GHz处理器及16
 

GB内存。

3.1 子问题设计

对于f 部分,由文献[16]可得yt+1=
1
γ
(xt+γPC(xt)),其中PC 为对于集合C 的投影算子。对于g 部分,

取h(x)=α 1+ x 2+β
2 x 2。并且对u,v∈Rn 定义p(u,v)=v-u-�h(u),以及定义解算子为:

Tγ(u,v)=arg
 

min
z∈Rn

 

g(z)+
1
γDh(z,u)+

1
γ
<v-u,z>  =arg

 

min
z∈Rn

{γg(z)+<v-u,z>+Dh(z,u)}=

arg
 

min
z∈Rn

{γg(z)+<v-u,z>+h(z)-<�h(u),z>}=arg
 

min
z∈Rn

{γg(z)+<p(u,v),z>+h(z)}。 (19)

显然,g 的Bregman近端子问题对应于式(19),其中u=yt+1,v=xt。根据文献[15]中的命题6.2,g 的子问题解

可直接由以下引理得到。
引理2[15] 设g=δD,其中D={x∈Rn:x 0≤r,x ≤R},r≤n 为整数,R>0为实数。定义

x=
0,

 

若
 

p(u,v)=0;

-s Hr(p(u,v)) -1Hr(p(u,v)),
 

若
 

p(u,v)≠0。 
其中:Hr(x)为x∈Rn 的硬阈(hard-threshold)算子(参数为r),定义如下:

(∀i∈{1,…,n})H (i)
r (x)=

x(i),
 

若 x(i) 在 x(1) ,…,x(n) 中排前r位;

0,
 

否则。 
s为min

0≤s≤R φ(s)=α 1+s2+β
2s

2- Hr(p(u,v))s  的唯一解,且若 Hr(p(u,v))≥α(1+R2)-
1
2R+βR,则

s=R;否则s∈(0,R)为α(1+s2)
-12s+βs- Hr(p(u,v))=0的唯一解。那么可以得到

 

x∈Tγ(u,v)。

3.2 数值实验

本文将对PBDR算法、BiFRB(Bregman
 

inertial
 

forward-reflected-backward)算法[15]和DR算法[16]进行基

准测试,其中R 取值为1
 

000和106,且r= m
5
􀭠
􀭡

􀪁􀪁 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 。PBDR算法和DR算法分别采用命题1和文献[16]第5节中

给出的步长规则实现,并在满足
max{xt-xt-1 ,yt-yt-1 ,zt-zt-1 }

max{1,xt-1 ,yt-1 ,zt-1 }
<10-10 这一条件时终止。

此外,PBDR算法与BiFRB算法都使用核函数h(x)=0.1· 1+ x 2+2.51·
x 2

2
。BiFRB算法的步长

和终止条件采用文献[15]
 

中第7节命题4.2中的设置。关于惯性参数,BiFRB算法使用η=0.9。最后,每种算

法均从原点初始化,并运用文献[16]中注4描述的步长启发式方法。
图1描述的是函数值随迭代次数的平均变化情况,表1表示不同参数下算法运行的仿真结果。实验的问题

数据通过随机生成的矩阵A∈Rm×n 生成,其中的元素服从标准Gauss分布。对于每个规模为(m,n)的问题,均
随机生成50个实例,最后再报告平均迭代次数的最小上限和终止时的最小目标值。
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a 算法比较情况(m=100,n=4
 

000) b 算法比较情况(m=100,n=5
 

000)

c 算法比较情况(m=100,n=6
 

000) d 算法比较情况(m=200,n=4
 

000)

e 算法比较情况(m=200,n=5
 

000) f 算法比较情况(m=200,n=6
 

000)

g 算法比较情况(m=300,n=4
 

000) h 算法比较情况(m=300,n=5
 

000)

i 算法比较情况(m=300,n=6
 

000)

图1 函数值在经过50次重复后于迭代过程(R=106)中的平均变化

Fig.1 Average
 

change
 

of
 

function
 

values
 

over
 

itertion
 

(R=106)
 

after
 

50
 

repetition
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表1 本文中3种算法的对比

Tab.1 Comparison
 

of
 

3
 

algorithms
 

in
 

the
 

article

规模 PBDR算法 BiFRB算法 DR算法

R m n iter fval_min iter fval_min iter fval_min

1
 

000

100 4
 

000 824 6.46E-24  757 2.44E-23 2
 

415 3.21E-25

100 5
 

000 855 1.11E-23 529 2.99E-04 2
 

802 2.56E-24

100 6
 

000 872 1.68E-03 637 2.33E-03 2
 

436 2.19E-24

200 4
 

000 750 3.15E-24 2
 

761 2.13E-03 1
 

211 4.47E-26

200 5
 

000 773 3.02E-24 2
 

741 8.73E-03 1
 

470 2.11E-24

200 6
 

000 810 3.52E-24 2
 

557 9.04E-06 1
 

760 7.16E-25

300 4
 

000 679 1.13E-23 3
 

415 4.00E-21 927 5.75E-25

300 5
 

000 727 9.12E-24 4
 

063 3.01E-03 1
 

052 4.56E-24

300 6
 

000 760 5.58E-24 2
 

884 5.63E-02 1
 

200 9.16E-25

106

100 4
 

000 830 8.13E-25  854 1.02E-23 2
 

522 2.57E-26

100 5
 

000 847 2.72E-03 550 2.21E-23 2
 

986 7.86E-25

100 6
 

000 857 5.19E-03 619 1.37E-05 2
 

318 1.65E-24

200 4
 

000 744 1.23E-23 2
 

699 2.66E-02 1
 

237 2.18E-25

200 5
 

000 786 4.94E-24 2
 

663 1.70E-07 1
 

514 1.11E-24

200 6
 

000 810 8.62E-24 2
 

482 1.85E-02 1
 

610 1.09E-25

300 4
 

000 685 9.52E-24 3
 

325 6.09E-02 930 4.68E-25

300 5
 

000 731 1.21E-23 3
 

897 4.22E-05 1
 

056 1.67E-24

300 6
 

000 771 1.25E-23 2
 

944 5.06E-02 1
 

203 1.10E-24

  注:iter和fval_min 分别表示平均迭代次数的最小上限和迭代终止时的最小目标值。

通过图1和表1可以看出:
 

1)
 

与BiFRB算法相比,PBDR算法在m≥200时更具有优势,它的迭代次数仅有BiFRB算法迭代次数的

30%左右;

2)
 

DR算法在终止时的函数值较PBDR算法更优,但在收敛速度上的表现不如PBDR算法,而且PBDR算

法的迭代次数仅有DR算法迭代次数的50%左右;

3)
 

PBDR算法的收敛迭代次数不会因m、n和R 的变动而出现很大波动,相对于另外2个算法而言更加稳定;

4)
 

PBDR算法与DR算法皆可有效收敛。

4 结束语

本文基于非凸可行性问题,运用Bregman距离对DR算法的其中一个子问题进行了非欧几里得拓展,提出

了PBDR算法。在理论方面,本文建立了PBDR值函数,证明了价值函数的下降性,最终以此建立了PBDR算法

的收敛性,并且最后给出了收敛性假设需要满足的步长准则。针对数值运用方面,本文运用引理2给出子问题

求解方式,并且与现有算法进行了横向比较。最终的数据结果显示,在参数设置较大(如m≥200)情况下,PBDR
算法相对于现有算法有着明显优势,迭代速度提升了40%左右。
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401331,
 

China)

Abstract:
 

This
 

paper
 

proposes
 

a
 

Douglas-Rachford
 

splitting
 

algorithm
 

partially
 

based
 

on
 

Bregman
 

distance
 

(referred
 

to
 

as
 

PBDR
 

algorithm
 

hereinafter)
 

for
 

the
 

minimization
 

problem
 

of
 

the
 

sum
 

of
 

non-convex
 

functions.
 

By
 

introducing
 

the
 

Bregman
 

distance
 

function,
 

this
 

algorithm
 

non-Euclidean
 

generalizes
 

some
 

subproblems
 

in
 

the
 

classical
 

Douglas-Rachford
 

splitting
 

framework,
 

thereby
 

extending
 

the
 

application
 

of
 

this
 

type
 

of
 

algorithm
 

in
 

non-Euclidean
 

geometric
 

structures.
 

In
 

terms
 

of
 

theoretical
 

analysis,
 

this
 

paper
 

constructs
 

a
 

value
 

function
 

and
 

combines
 

the
 

Kurdyka-Łojasiewicz
 

property
 

to
 

prove
 

the
 

global
 

convergence
 

of
 

the
 

algorithm’s
 

iterative
 

sequence.
 

In
 

numerical
 

experiments,
 

this
 

paper
 

takes
 

non-convex
 

feasibility
 

problems
 

as
 

the
 

test
 

benchmark
 

and
 

designs
 

special
 

numerical
 

calculations
 

for
 

subproblems
 

involving
 

Bregman
 

distance.
 

The
 

research
 

results
 

show
 

that
 

the
 

PBDR
 

algorithm
 

is
 

significantly
 

superior
 

to
 

traditional
 

algorithms
 

in
 

terms
 

of
 

convergence
 

speed,
 

computational
 

accuracy,
 

and
 

numerical
 

stability.
Keywords:

 

non-convex
 

optimization;
 

Douglas-Rachford
 

splitting
 

algorithm;
 

Bregman
 

proximity
 

mapping;
 

Kurdyka-Łojasiewicz
 

property

(责任编辑 方 兴)

93Vol.43
 

No.3     Journal
 

of
 

Chongqing
 

Normal
 

University
 

(Natural
 

Science) https://cqnuj.cqnu.edu.cn


