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摘要:针对可行值约束标量化方法无法获得非凸多目标优化问题真有效解的这一情况,利用模型重构的思想,提出一种改

进的可行值约束标量化方法,并研究该方法在非凸多目标优化问题中的应用。首先,通过对原多目标优化问题进行重构,
结合可行值约束标量化方法,构建一种基于重构模型的可行值约束标量化方法;其次,利用该方法分别建立原问题和重构

后的多目标优化问题的(弱)有效解的标量化刻画;然后,基于原问题的真有效解与重构后问题的(弱)有效解之间的关系,
利用基于重构模型的可行值约束方法,给出原问题真有效解的标量化刻画。最后,数值实验表明,与可行值约束标量化方

法相比,所提方法能更有效地逼近帕累托前沿面。
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随着科学技术的快速发展,多目标优化已成为工业选址、资源配置等复杂决策的重要技术。Lee等人[1]通过

同时最大化运货量与最小化物流总成本,构建了兼顾正向与逆向配送的多目标优化模型,并采用模糊目标规划

方法进行求解,为闭环物流运营提供了决策依据。Boonmee等人[2]针对救援物流仓库选址问题,综合权衡预算

限制、响应时效、数据不确定性等实际因素,运用多目标优化方法完成了救援仓库布局、库存规模与设施利用率

的整体规划,并通过泰国实际案例验证了该方法的实用性。在体育团队管理场景中,Budak等人[3]同样利用多

目标优化方法,兼顾球队整体和谐与球员竞技表现双重诉求,为教练制定球员阵容提供可行的决策方案。
多目标优化问题(multi-objective

 

optimization
 

problem,MOP)一般可建模为如下形式:
(MOP)

 

min
x∈X

 f(x)=(f1(x),f2(x),…,fp(x))T,

其中:X⊂Rn 是可行域,各目标函数fi(x)(i=1,2,…,p)均连续可微。标量化方法是求解 MOP的重要途径,
主要思想是将 MOP转化为与之对应的单目标优化问题,通过求解转化后的一系列单目标优化问题,进而获得原

MOP的(弱、真)有效解。常见的标量化方法包括线性加权标量化方法[4-8]、ε-约束标量化方法[9-11]、Tchebycheff
标量化方法[12-14]、加权约束标量化方法[15-16]、目标约束标量化方法[17-18]、Pascoletti-Serafini标量化方法及改进标

量化方法[19-23]等。
针对现有标量化方法难以有效处理非连通帕累托前沿面或非连通可行域的 MOP,Burachik等人[24]于

2017年提出了一种可行值约束标量化方法:
(Pk

x̂)
 

min
x∈X

 fk(x);       

s.t.
 

ωifi(x)≤ωkfk(x̂),i≠k。

其中:x̂∈X 为参考点,k为选定的参考目标指标且ωi∶=[1/fi(x̂)] ∑
p

j=1
1/fj(x̂)  。 基于所构造的标量化模

型,Burachik等人[24]建立了 MOP(弱)有效解的标量化刻画。数值实验表明,与加权约束标量化方法[15]和

Pascoletti-Serafini标量化方法[19]相比,该方法在处理非连通帕累托前沿面或非连通可行域的 MOP上,更能有

效逼近帕累托前沿面。然而,可行值约束标量化方法无法刻画 MOP的真有效解,这在一定程度上限制了该方法
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在多目标优化中的应用。
注意到,Khaledian等人[20]针对Pascoletti-Serafini标量化方法[19]无法获得 MOP的真有效解的不足,通过

对原 MOP进行模型重构,提出了一种改进的Pascoletti-Serafini标量化方法,建立了 MOP的(弱、真)有效解的

刻画。
受文献[20]的启发,本文借助模型重构的思想,基于可行值约束标量化方法,提出一种改进的可行值约束标

量化方法,进而研究 MOP的(弱、真)有效解的刻画,并通过数值实验验证该方法的有效性。

1 预备知识

令Rp 为p 维欧式空间。给定向量u,v∈Rp,序关系的定义如下:

u=v⇔ui=vi,∀i∈{1,…,p};u
 

≺
 

v⇔ui≤vi,∀i∈{1,…,p};
u⪯v⇔u

 

≺v
 

且
 

u≠v;u≺v⇔ui<vi,∀i∈{1,…,p}。
不失一般性,假设 MOP的目标函数满足 min

i=1,…,p
{inf
x∈X

fi(x)}>0。当不满足该条件时,可通过指数变换对目

标函数进行转化,使之满足上述假设条件。
下面给出 MOP的弱有效解、有效解以及Geoffrion-真有效解的定义。
定义1[24] 设

 

x∈X,有以下定义:

1)
 

如果不存在x∈X,使得f(x)≺f(x),则称
 

x 是 MOP的弱帕累托最优解(弱有效解);

2)
 

如果不存在x∈X,使得f(x)⪯f(x),则称
 

x 是 MOP的帕累托最优解(有效解)。记全体有效解构成的

集合为P。将有效解集在目标空间中对应的目标函数值向量的集合PF={f(x)∈Rp:x∈P}称为多目标优化问

题(MOP)的帕累托前沿面。
定义2[24] 1)

 

设yI
i=min

x∈X
fi(x),i=1,…,p。则称

 

yI=(yI
1,…,yI

p)T∈Rp 为 MOP的理想点。

2)
 

设ε=(ε1,…,εp)T≻0,且yI=(yI
1,yI

2,…,yI
p)T 为 MOP的理想点。令u∶=(yI

1-ε1,…,yI
p-εp)T∈

Rp,则称u=(u1,…,up)T 为 MOP的乌托邦点。
定义3[5] 可行解

 

x∈X 称为 MOP的Geoffrion-真有效解,若
 

x∈X 是有效解,且存在常数 M>0,使得对

任意满足fi(x)<fi(x)的 指 标i 和 可 行 解x∈X,都 存 在 某 个 满 足 fj(x)>fj(x)的 指 标j,使 得

fi(x)-fi(x)
fj(x)-fj(x)

≤M。

定义4[25] 设h:Rp→R,且X⊂Rp 为非空凸集,有以下定义:

1)
 

若对任意x1,x2∈X,λ∈(0,1),有h(λx1+(1-λ)x2)≤λh(x1)+(1-λ)h(x2),则称h 为在X 上的凸

函数。

2)
 

若对任意2个不同的x1,x2∈X,λ∈(0,1),有h(λx1+(1-λ)x2)<λh(x1)+(1-λ)h(x2),则称h 为在

X 上的严格凸函数。

2 基于重构模型的可行值约束标量化方法

受文献[20]的启发,将 MOP重构为如下形式:

(MOP1)
 

min
 

f1(x)+λ∑
p

j=1
fj(x),…,fp(x)+λ∑

p

j=1
fj(x)  T;

s.t.
 

x ∈X。
其中:λ⪰0。在此基础上,将重构后的 MOP1与可行值约束标量化方法[24]相结合,提出一种基于重构模型的可

行值约束标量化方法:
(RPk

x̂)
 

min
 

fk(x);           

s.t.
 

ωi fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)  ≤ωkfk(x̂),

 

i≠k;

x ∈X。

其中:λ⪰0,x̂∈X 为参考点,k为选定的参考目标指标,且ωi∶=[1/fi(x̂)] ∑
p

j=1
1/fj(x̂)  。
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下面利用所提出的基于重构模型的可行值约束标量化方法,针对重构后的 MOP1,建立弱有效解的充分条

件以及有效解的充分条件和必要条件。
定理1 设

 

x̂∈X 且λ⪰0。若对于任意的k∈{1,…,p},x 是问题(RPk
x̂)的最优解,则

 

x 是 MOP1的有

效解。
证明 反证法。假设

 

x 不是 MOP1的有效解,则存在
 

x0∈X 使得:

fk0
(x0)+λ∑

p

j=1
fj(x0)<fk0

(x)+λ∑
p

j=1
fj(x),∃k0 ∈ {1,…,p}; (1)

fi(x0)+λ∑
p

j=1
fj(x0)≤fi(x)+λ∑

p

j=1
fj(x),∀i∈ {1,…,p}。 (2)

由式(2)可知,必存在某个指标m∈{1,…,p},使得:

fm(x0)<fm(x)。 (3)
否则:

fi(x0)≥fi(x),
 

∀i∈{1,…,p}。 (4)

对式(4)进行整理,可得fi(x0)+λ∑
p

j=1
fj(x0)≥fi(x)+λ∑

p

j=1
fj(x),∀i∈{1,…,p},这与式(1)矛盾。故存在

某个m∈{1,…,p},使得式(3)成立。
因为对于任意的k∈{1,…,p},x 是问题(RPk

x̂)的最优解,所以
 

x 是问题(RPm
x̂)的可行解,即

 

x∈X 且满足:

ωi fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)  ≤ωmfm(x̂),∀i≠m。 (5)

由式(2)、(5)可得ωi fi(x0)+λ∑
p

j=1
fj(x0)  ≤ωmfm(x̂),∀i≠m。 从而x0 是问题(RPm

x̂)的可行解。再结合

式(3)知,问题(RPm
x̂)在可行解x0∈X 处的目标函数值满足fm(x0)<fm(x)。这与x 是问题(RPm

x̂)的最优解矛

盾。故
 

x 是 MOP1的有效解。 证毕

推论1 设
 

x̂∈X 且λ⪰0。若对任意k∈{1,…,p},x 是问题(RPk
x̂)的最优解,则

 

x 是 MOP1的弱有效解。
证明 由定理1可知,x 是 MOP1的有效解,从而

 

x 是 MOP1的弱有效解。 证毕

定理2 设x∈X。若存在λ⪰0,使得
 

x 是 MOP1的有效解,则对于任意的k∈{1,…,p},x 是问题(RPk
x)

的最优解。

证明 反证法。假设对于某个k0∈{1,…,p},x 不是问题(RP
k0
x )的最优解,则存在(RP

k0
x )的可行解x∈X,

使得:

fk0
(x)<fk0

(x); (6)

ωi fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)  ≤ωk0fk0

(x),∀i≠k0。 (7)

由于ωk0fk0
(x)=ωifi(x),∀i≠k0 且ωi=

1
fi(x)

∑
p

j=1

1
fj(x)

>0,因此式(7)可以变形为:

fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)≤fi(x),∀i≠k0。 (8)

由于λ⪰0且 min
i=1,…,p

{inf
x∈X

fi(x)}>0,故有λ∑
p

j=1
fj(x)≥0且λ∑

p

j=1
fj(x)≥0,结合式(8)可得:

fi(x)≤fi(x),∀i≠k0; (9)

fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)≤fi(x)+λ∑

p

j=1
fj(x),∀i≠k0。 (10)

由式(6)、(9)可得:

fk0
(x)+λ∑

p

j=1
fj(x)<fk0

(x)+λ∑
p

j=1
fj(x),∃k0 ∈ {1,…,p}。 (11)

结合式(10)、(11)知,MOP1在可行解x∈X 处的目标函数值满足:
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f1(x)+λ∑
p

j=1
fj(x),…,fp(x)+λ∑

p

j=1
fj(x)  ⪯ f1(x)+λ∑

p

j=1
fj(x),…,fp(x)+λ∑

p

j=1
fj(x)  ,

这与
 

x 是 MOP1的有效解矛盾。故对于任意的k∈{1,…,p},x 是问题(RPk
x)的最优解。 证毕

接下来,利用改进的可行值约束标量化方法,建立 MOP弱有效解的充分条件以及有效解的充分条件和必要

条件。
定理3 设

 

x̂∈X 且λ⪰0。若对于某个k∈{1,…,p},x 是问题(RPk
x̂)的最优解,则

 

x 是多目标优化问题

(MOP)的弱有效解。
证明 反证法。假设

 

x 不是 MOP的弱有效解,则存在
 

x∈X 使得:

fi(x)<fi(x),∀i∈{1,…,p}。 (12)
由式(12)可得:

fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)<fi(x)+λ∑

p

j=1
fj(x),∀i∈ {1,…,p}。 (13)

又因为
 

x 是(RPk
x̂)的可行解,所以:

ωi fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)  ≤ωkfk(x̂),∀i≠k。 (14)

结合式(13)和(14),可得:

ωi fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)  ≤ωkfk(x̂),∀i≠k。 (15)

注意到x∈X,由式(15)知,x 是问题(RPk
x̂)的可行解。结合式(12)知,问题(RPk

x̂)在可行解x 处的目标函数值满

足fk(x)<fk(x),这与
 

x 是问题(RPk
x̂)的最优解矛盾。因此,

 

x 是 MOP的弱有效解。 证毕

定理4 设
 

x̂∈X 且λ⪰0。若对于某个k∈{1,…,p},x∈X 是问题(RPk
x̂)的唯一最优解,则

 

x 是 MOP的

有效解。
证明 反证法。假设

 

x 不是 MOP的有效解,则存在x∈X 使得:

f(x)⪯f(x)。 (16)
根据式(16)可得:

fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)≤fi(x)+λ∑

p

j=1
fj(x),∀i∈ {1,…,p}。 (17)

由于
 

x 是问题(RPk
x̂)的可行解,则有:

ωi fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)  ≤ωkfk(x̂),∀i≠k。 (18)

结合式(17)、(18)可得:

ωi fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)  ≤ωkfk(x̂),∀i≠k。 (19)

式(19)表明x∈X 是问题(RPk
x̂)的可行解,再结合式(16)可得,对于每个k∈{1,…,p},问题(RPk

x̂)在可行解x
处的目标函数值满足fk(x)<fk(x),这与

 

x 是问题(RPk
x̂)的唯一最优解矛盾。故

 

x 是 MOP的有效解。 证毕

定理5 设
 

x̂∈X 且λ⪰0。若对于某个k∈{1,…,p},fk(x)是严格凸函数,且
 

x∈X 是问题(RPk
x̂)的最优

解,则
 

x 是 MOP的有效解。
证明 由于fk(x)是严格凸函数且

 

x∈X 是问题(RPk
x̂)的最优解,则

 

x∈X 是问题(RPk
x̂)的唯一解。根据

定理4可得,x 是 MOP的有效解。 证毕

定理6 设
 

x̂∈X 且λ≻0。若对于任意的k∈{1,…,p},x∈X 是问题(RPk
x̂)的最优解,则

 

x 是 MOP的有

效解。
证明 反证法。假设

 

x 不是 MOP的有效解,则存在 MOP的可行解x∈X,使得:

fk0
(x)<fk0

(x),∃k0∈{1,…,p}; (20)

fi(x)≤fi(x),∀i∈{1,…,p}。 (21)
结合式(20)、(21)可得:
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fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)<fi(x)+λ∑

p

j=1
fj(x),∀i∈{1,…,p}。 (22)

因为
 

x 是问题(RPk
x̂)(∀k∈{1,…,p})的最优解,所以

 

x 是问题(RPk
x̂)(∀k∈{1,…,p})的可行解。从而,对于

任意的k∈{1,…,p},有:

ωi fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)  ≤ωkfk(x̂),∀i≠k。 (23)

再由式(22)、(23)可得,对于任意的k∈{1,…,p},有ωi fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)  ≤ωkfk(x̂),∀i≠k。 从而x∈

X 是问题(RPk
x̂)(∀k∈{1,…,p})的可行解。根据式(20)可知,对于某个k0∈{1,…,p},问题(RPk

x̂)在可行解

x∈X 处的目标函数值满足fk0
(x)<fk0

(x),这与x 是问题(RPk
x̂)(∀k∈{1,…,p})的最优解矛盾。故

 

x 不是

MOP的有效解。 证毕

定理7 设
 

x∈X。若x 是 MOP的有效解,则对任意λ⪰0,任意k∈{1,…,p},x 是问题(RPk
x)的最优解。

证明 反证法。假设存在对λ0≥0,存在某个k0∈{1,…,p},使得
 

x∈X 不是问题(RP
k0
x )的最优解,则存在

(RP
k0
x )的可行解x∈X,使得:

ωi fi(x)+λ0∑
p

j=1
fj(x)  <ωk0fk0

(x),∀i≠k0; (24)

fk0
(x)<fk0

(x)。 (25)
由于ωk0fk0

(x)=ωifi(x),∀i≠k0 且ωi>0,根据式(24)可得:

fi(x)+λ0∑
p

j=1
fj(x)≤fi(x),∀i≠k0。 (26)

因为λ0∑
p

j=1
fj(x)≥0,由式(26),则有:

fi(x)≤fi(x),∀i≠k0。 (27)
结合式(25)、(27),MOP在x∈X 处的目标函数值满足f(x)⪯f(x),这与

 

x 是 MOP的有效解矛盾。因此,对
任意λ≥0,任意k∈{1,…,p},x 是问题(RPk

x)的最优解。 证毕

最后,根据推论1与文献[20]中的定理4.3,定理2与文献[20]中的定理4.5,利用改进的可行值约束标量化

方法建立了 MOP真有效解的标量化结果。
定理8 设

 

x̂∈X 且λ⪰0。若对任意k∈{1,…,p},x 是问题(RPk
x̂)的最优解,则x 是 MOP的真有效解。

证明 由于
 

x̂∈X 且λ⪰0,且对于任意的k∈{1,…,p},x 是问题(RPk
x̂)的最优解,根据推论1可知,x 是

MOP1的弱有效解。进一步,由文献[20]中的定理4.3(取ε=0),若
 

x 是MOP1的弱有效解,则
 

x 是MOP的真

有效解。 证毕

定理9 设
 

x∈X。若
 

x 是MOP的真有效解,且λi∈ 0,
1

M(p-1) 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (M>0),则对于任意的k∈{1,…,p},
 

x 是问题(RPk
x)的最优解。

证明 由文献[20]中的定理4.5(取ε=0)可知,若
 

x 是 MOP的真有效解,且λi∈ 0,
1

M(p-1) 􀭤
􀭥

􀪁􀪁 (M>0),

则
 

x 是 MOP1的有效解。再根据定理2,对任意的k∈{1,…,p},x 是问题(RPk
x)的最优解。 证毕

3 数值实验

本文利用 MATLAB
 

2023a进行数值实验,比较基于模型重构的可行值约束标量化方法(RPk
x̂)与可行值约

束标量化方法(Pk
x̂)这2种标量化方法的性能。在求解(Pk

x̂)和(RP
k
x̂)时,使用了 Matlab优化求解器fmincon中的

SQP方法作为优化算法。
求解例1和例2时,使用文献[16]中的算法1,该算法实现了文献[16]提出的可行值约束标量化方法(Pk

x̂)。
此外,对于基于模型重构的可行值约束标量化方法(RPk

x̂),执行与文献[16]中算法1基本相同的步骤,区别在于

将文献[16]中算法1求解的辅助问题替换为:
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(Paux)
 

min
x∈X

 
ωk(fk(x)-uk);             

s.t.
 

ωi fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)-ui  =ωk(fk(x)-uk)。

其中:i=1,2,i≠k,∀k∈{1,2},ui 是对应问题的乌托邦点;且将文献[16]中算法1对问题(Pk
x̂)的求解替换为对

问题(RPk
x̂)的求解。

求解例3时,使用文献[24]中的算法1,该算法实现了该文献中提出的可行值约束标量化方法(Pk
x̂)。此外,

对于基于模型重构的可行值约束标量化方法(RPk
x̂),执行与文献[24]中算法1基本相同的步骤,区别在于将文献

[24]中算法1求解的辅助问题替换为:
(Paux)

 

min
x∈X

 
ωk(fk(x)-uk);             

s.t.
 

ωi fi(x)+λ∑
p

j=1
fj(x)-ui  =ωk(fk(x)-uk)。

其中:i=1,2,3,i≠k,∀k∈{1,2,3},ui 是对应问题的乌托邦点;且文献[24]中算法1对问题(Pk
x̂)的求解替换为

对问题(RPk
x̂)的求解。

此外,本文利用基于模型重构的可行值约束标量化方法(RPk
x̂),求解了一个多目标火箭喷射器设计问题。求

解过程中,采用文献[24]中的算法9,区别仅在于将算法9中对问题(Pk
x̂)的求解替换为对问题(RPk

x̂)的求解。

3.1 测试问题

例1 考虑如下非凸双目标优化问题[21];

min (x1,x2)T         
s.t.

 

(x1-1)2-(x2-1)2-1≤0,
(1-x2

2)2-(2x1-2x2)2-0.1≤0,

x1≥0,x2≥0。
该问题的帕累托前沿具有非凸性与不连通性。

该测试问题使用文献[16]中的算法1,设置相关参数如下:权重网格的分区点数量 N=50,乌托邦点u=
(-1.5,-1)T,以及非负权重系数λ=0.014。图1对比了可行值约束标量化方法(Pk

x̂)与改进的可行值约束标量

化方法(RPk
x̂)生成的近似帕累托前沿面效果。实验结果表明,可行值约束标量化方法(Pk

x̂)与基于模型重构的可

行值约束标量化方法(RPk
x̂)生成了数量相当的有效解点,分别为15个有效解点和16个有效解点;但从分布性来

看,本文提出的基于模型重构的可行值约束标量化方法(RPk
x̂)生成的有效解在整个帕累托曲面上更加均匀。

a (Pk
x̂
)计算例1 b (RPk

x̂
)计算例1

图1 (Pk
x̂
),(RPk

x̂
)在例1上获得的近似帕累托前沿面

Fig.1 The
 

approximate
 

Pareto
 

front
 

obtained
 

by(Pk
x̂
),(RPk

x̂
)on

 

example
 

1
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例2 考虑如下非凸双目标优化问题[21]:

min
 

(x1,x2)T;     
s.t.

 

(x1-1)2-(x2-1)2-1≤0,

-x2
1-x2

2+0.3≤0,

x1≥0,x2≥0。
该问题的帕累托前沿具有非凸集。

该测试问题使用文献[16]中的算法1,设置相关参数如下:权重网格的分区点数量 N=50,乌托邦点u=
(-1,-1)T,以及非负权重系数λ=0.012。图2展示了可行值约束标量化方法(Pk

x̂)和基于模型重构的可行值约

束标量化方法(RPk
x̂)的帕累托前沿面逼近效果。由图2可见,可行值约束标量化方法(Pk

x̂)生成了20个有效解,

而基于模型重构的可行值约束标量化方法(RPk
x̂)生成了34个有效解;且相较于可行值约束标量化方法(Pk

x̂),基
于模型重构的可行值约束标量化方法(RPk

x̂)生成的有效解在帕累托前沿面上分布得更加均匀。

a (Pk
x̂
)计算例2 b (RPk

x̂
)计算例2

图2 (Pk
x̂
),(RPk

x̂
)在例2上获得的近似帕累托前沿面

Fig.2 The
 

approximate
 

Pareto
 

front
 

obtained
 

by(Pk
x̂
),(RPk

x̂
)on

 

example
 

2

例3 考虑如下三目标优化问题[12]:

min
 

(x1,x2,x3)T;                
s.t.

 

(x1-2)2-(x2-2)2-(x3-2)2≤4,
(1.05)2(x1+x2+x3)2-4(x2

1+x2
2+x2

3)2+7.18≤0,

0≤xi≤4,i=1,2,3。
该问题的帕累托前沿具有有界性,且为多重连通而非单连通结构。

该测试问题使用文献[24]中的算法1,设置相关参数如下:权重网格的分区点数量 N=21,乌托邦点u=
(-10,-10,-10)T,非负权重系数λ=0.021

 

4。图3展示了可行值约束标量化方法(Pk
x̂)和基于模型重构的可

行值约束标量化方法(RPk
x̂)分别生成的帕累托前沿面效果。由图3可见,可行值约束标量化方法(Pk

x̂)生成了

585个有效解,而基于模型重构的可行值约束标量化方法(RPk
x̂)生成了591个有效解。本算例验证了所提方法

(RPk
x̂)在帕累托前沿的近似和有效解点的分布均匀程度上都优于可行值约束标量化方法(Pk

x̂)。

3.2 火箭喷射器设计中的应用

此前文献[26]已展开对多目标火箭喷射器设计问题的研究。该设计问题需重点考量2个核心方面:1)
 

性

能;2)
 

延长使用寿命。性能主要受推力室轴向长度的影响,而使用寿命则与推力室内部的温度场密切相关。关

于能够体现这些设计参数的喷注器示意图,可参阅文献[26]。
显然,二者之间存在相互制约的关系:高温会导致喷注器与推力室产生较大的热应力,进而降低构件的使用

寿命。针对该火箭喷注器设计问题,文献[26]中定义了4个设计变量:x1 为氢气喷射角;x2 为氧化剂喷杆头部
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厚度,x3 为输氧管基准横截面积的缩减量,x4 为氢气管基准横截面积的增加量。

a (Pk
x̂
)计算例3 b (RPk

x̂
)计算例3

图3 (Pk
x̂
),(RPk

x̂
)在例3上获得的近似帕累托前沿面

Fig.3 The
 

approximate
 

Pareto
 

front
 

obtained
 

by(Pk
x̂
),(RPk

x̂
)on

 

example
 

3

文献[26]中确定并列出了4个目标函数,具体如下:

f1(x):端面温度,即喷注器端面的最高温度;

f2(x):头部温度,即喷注器喷杆头部的最高温度;

f3(x):燃烧长度,即从入口处到99%燃烧反应完成位置的距离;

f4(x):壁面温度,即距喷注器端面3英寸处(第4个测点)的壁面温度。

该火箭喷注器设计问题的数学模型[26]可表述如下:

min
x∈X

(f1(x),f2(x),f3(x),f4(x))T,

其中:

f1(x)=0.692+0.477x1-0.687x4-0.08x3-0.065x2-0.167x2
1-0.012

 

9x1x4+
0.079

 

6x2
4-0.063

 

4x1x3-0.025
 

7x3x4+0.087
 

7x2
3-0.052

 

1x1x2+
0.001

 

56x2x4+0.001
 

98x2x3+0.018
 

4x2
2,

f2(x)=0.373+0.205x1-0.030
 

7x4-0.108x3-1.019x2-0.135x2
1-0.014

 

1x1x4+
0.099

 

8x2
4-0.208x1x3-0.030

 

1x3x4+0.226x2
3-0.353x1x2-0.049

 

7x2x3-
0.423x2

2+0.202x2
1x4+0.281x2

1x3-0.281x2
1x3-0.342x1x2

4-0.245x3x2
4+0.281x2

3x4-
0.184x1x2

2+0.281x1x2x3,

f3(x)=0.153-0.322x1+0.396x4+0.424x3+0.022
 

6x2+0.175x2
1+0.018

 

5x1x4-
0.070

 

1x2
4-0.251x1x3+0.179x3x4+0.015x2

3+0.013
 

4x1x2+0.029
 

6x2x4+
0.075

 

2x2x3+0.019
 

2x2
2,

f4(x)=0.758+0.358x1-0.807x4+0.092
 

5x3-0.046
 

8x2-0.172x2
1-0.010

 

6x1x4+
0.069

 

7x2
4-0.146x1x3-0.041

 

6x3x4+0.102x2
3-0.069

 

4x1x2+
0.005

 

03x2x4+0.015
 

1x2x3+0.017
 

3x2
2,

且0≤xi≤1,i=1,2,3,4。
该问题采用文献[24]中的算法9,实验参数设置如下:N=90,λ=0.002。由于四维空间中的帕累托前沿无

法直接可视化且便于与文献[26]中的结果对比,因此,选取2种投影方式进行展示:在图4中,将目标函数

(f1,f2,f3,f4)投影至f1-f2-f3 空间,得到投影结果(f1,f2,f3,0);在图5中,将目标函数(f1,f2,f3,f4)投
影至f4-f3-f2 空间,得到投影结果(0,f2,f3,f4)。

图4和图5展示了基于模型重构的可行值约束标量化方法(RPk
x̂)的有效性;同时,也验证了文献[24]中所得

出的结论,也即在该多目标优化问题中纳入f4 这一目标函数是至关重要且必不可少的。
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图4 帕累托前沿在f1-f2-f3 空间的投影

Fig.4 Projection
 

of
 

Pareto
 

front
 

in
 

space
 

f1-f2-f3

图5 帕累托前沿在f4-f3-f2 空间的投影

Fig.5 Projection
 

of
 

Pareto
 

front
 

in
 

space
 

f4-f3-f2

4 结论和展望

本文借助模型的重构思想对可行值约束标量化方法进行了改进,并研究了改进后的可行值约束标量化方法

的最优解与多目标优化问题(弱、真)有效解之间的关系,特别建立了与多目标优化问题真有效解之间的等价刻

画关系。实验结果表明,所提出的改进可行值约束标量化方法具有一定的有效性。
本文基于原多目标优化问题的一种重构模型,研究了对可行值约束标量化方法进行改进的方式,后续研究

可以寻找并利用原多目标问题的其他重构模型,对可行值约束标量化方法作进一步的改进。
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Feasible-Value-Constraint
 

Scalarization
 

Method
 

Based
 

on
 

Model
 

Reconstruction

WANG
 

Shuai,
 

TANG
 

Liping
(National

 

Center
 

for
 

Applied
 

Mathematics
 

in
 

Chongqing,
 

Chongqing
 

Normal
 

University,
 

Chongqing
 

401331,
 

China)

Abstract:
 

To
 

address
 

the
 

issue
 

that
 

the
 

feasible-value
 

constrained
 

scalarization
 

method
 

cannot
 

obtain
 

properly
 

efficient
 

solutions
 

for
 

nonconvex
 

multiobjective
 

optimization
 

problems,
 

this
 

paper
 

uses
 

the
 

idea
 

of
 

model
 

reconstruction
 

and
 

proposes
 

an
 

improved
 

feasible-
value-constraint

 

scalarization
 

method,
 

investigating
 

its
 

application
 

in
 

nonconvex
 

multiobjective
 

optimization
 

problems.
 

First,
 

by
 

reconstructing
 

the
 

original
 

multiobjective
 

optimization
 

problem
 

and
 

combining
 

it
 

with
 

the
 

feasible-value
 

constrained
 

scalarization
 

method,
 

an
 

improved
 

feasible-value-constraint
 

scalarization
 

method
 

based
 

on
 

the
 

reconstructed
 

model
 

is
 

constructed.
 

Second,
 

using
 

this
 

method,
 

scalarization
 

characterizations
 

of
 

(weakly)
 

efficient
 

solutions
 

are
 

established
 

for
 

both
 

the
 

original
 

problem
 

and
 

the
 

reconstructed
 

multiobjective
 

problem.
 

Third,
 

based
 

on
 

the
 

relationship
 

between
 

properly
 

efficient
 

solutions
 

for
 

the
 

original
 

problem
 

and
 

(weakly)
 

efficient
 

solutions
 

of
 

the
 

reconstructed
 

problem,
 

a
 

scalarization
 

characterization
 

of
 

properly
 

efficient
 

solutions
 

for
 

the
 

original
 

problem
 

is
 

derived
 

using
 

the
 

reconstruction-based
 

feasible-value-constraint
 

method.
 

Finally,
 

numerical
 

experiments
 

demonstrate
 

that,
 

compared
 

with
 

the
 

feasible-value-constraint
 

method,
 

the
 

proposed
 

method
 

can
 

approximate
 

the
 

Pareto
 

front
 

more
 

effectively.
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