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摘要:支持矩阵机(support
 

matrix
 

machine,SMM)是一类直接处理矩阵类型数据的分类模型,是支持向量机的一种推广。

稀疏支持矩阵机通过使用矩阵的L1 范数代替F范数,实现了特征选择。然而研究表明,与凸正则化项相比,非凸正则化

项通常能实现更精确的近似,从而增强模型的特征选择能力。因此,提出一种新的带有非凸正则化项的低秩稀疏支持矩

阵机模型。该模型在SMM的基础上,通过引入由非凸Geman函数诱导的行分组稀疏正则化项替代矩阵的核范数,在实

现稀疏的同时促进矩阵的低秩性,获得更优的分类性能。为高效求解该模型,设计了一种基于 majorization-minimization
(MM)方法的改进优化算法。数值实验表明,所提算法比基准算法更高效,且引入非凸正则化项能够获得更好的分类

效果。
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支持向量机(support
 

vector
 

machine,SVM)[1]作为机器学习领域一种经典的监督学习方法,广泛应用于分

类、回归等任务。然而随着数据形式的多样化,特别是矩阵数据的出现,如图像、脑电信号等二维结构数据,传统

的SVM在处理这些复杂结构的数据时表现出一定的局限性。处理矩阵数据分类的一种常见策略是将矩阵数据

向量化,然后应用一些成熟的基于向量的方法去处理。但这种策略存在一些缺陷:首先,它容易导致维度灾难。
在向量化后,生成的向量的维数通常极高,这增加了过拟合的风险。其次,矩阵数据的向量化过程会破坏内部结

构信息,例如行或列之间的相关性,而这些结构信息对于数据分类至关重要。
为保留矩阵的结构信息,研究者提出了多种矩阵分类器,例如Rank-k

 

SVM[2]、Low-Rank
 

SVM[2]、支持张量

机[3]、Bilinear
 

SVM[4]等。这类方法旨在通过对权重矩阵W 施加低秩约束来捕捉结构信息。然而,它们通常会

导致非凸优化问题,且矩阵W 的秩需预先给定,从而增加了模型的调优难度。受Kobayashi等人[5]利用核范数

诱导低秩的启发,Luo等人[6]提出了支持矩阵机(support
 

matrix
 

machine,SMM)。该模型联合核范数与F范数

作为正则项,以同时促进模型的低秩性和控制模型复杂度。然而,在实际应用中,不是所有的特征都对分类有帮

助,不排除存在特征冗余的情况。SMM未能解决特征冗余问题,冗余特征仍会干扰分类性能。
特征选择是处理高维特征矩阵的重要技术手段。该方法通过筛选关键特征变量,能够有效提升模型的可解

释性、降低过拟合风险,进而增强模型的泛化能力。实现特征选择的一种常用策略是添加稀疏正则化项。2018年,

Zheng等人[7]提出了稀疏支持矩阵机(sparse
 

support
 

matrix
 

machine,SSMM)模型。该方法通过同时引入核范

数与L1 范数正则项,在保留输入矩阵结构的基础上实现特征选择,并采用广义前向-后向(generalized
 

forward-
backward,GFB)算法进行求解。SSMM在图像分类等任务中有效降低了冗余特征的影响,提升了模型的可解释

性。2021年,Li等人[8]提出了辛加权稀疏支持矩阵机模型。该方法基于辛几何变换生成辛加权系数矩阵,并引

入变熵加权以增强故障特征的显著性,同样采用GFB算法求解。同年,Gu等人[9]提出将L1 范数与平滑斜坡损

失函数相结合,以抑制离群点对模型的影响,提出了斜坡稀疏支持矩阵机(ramp
 

sparse
 

SMM,RSSMM)模型。

2022年,Wang等人[10]提出了稀疏范数矩阵机模型。该模型采用L1 范数距离约束超平面,从而避免了矩阵求逆
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运算,并利用交替迭代法求解。2023年,Li等人[11]提出了基于自相关函数的稀疏支持矩阵机(auto-correlation
 

function
 

based
 

sparse
 

support
 

matrix
 

machine,ACF-SSMM),通过自相关函数变换对输入矩阵进行时序增广,
从而捕捉历史与当前时刻数据间的依赖关系,进而增强对时间序列信息的利用,最终提升模型的泛化性能,该模

型同样通过GFB算法求解。
以上方法均是利用矩阵的L1 范数来诱导稀疏性。作为L0 范数的最佳凸近似,L1 范数虽具有良好的性质,

但所获得的稀疏解在解释性上通常不够理想。相比之下,非凸正则化项虽牺牲了问题的凸性,却能够获得比凸

正则化项更好的近似效果。此外,由于L1 范数主要促进变量水平的稀疏,对于图像等具有先验结构(如分组结

构)的矩阵数据,它并不能直接促进组级别的稀疏。在许多实际学习任务中,特征之间往往高度相关,呈现出明

显的群体结构。组稀疏性已被证明在这些情况下是有效的,特别是对于图像等具有先验结构的矩阵数据,组稀

疏通常效果更好[12]。因此,如何有效刻画结构化稀疏仍是当前研究的一个关键问题。
此外,为实现低秩与稀疏的联合优化目标,现有方法大多通过引入核范数与L1 范数正则化项,分别促进模

型的低秩性与稀疏性。例如,Zheng等人[13]提出的鲁棒支持矩阵机将输入矩阵Xi 分解为低秩干净矩阵Li 与稀

疏噪声矩阵Si 之和,即Xi=Li+Si,进而基于Li 进行模型训练。该方法通过对Li 与Si 分别施加核范数与L1

范数约束,实现了低秩与稀疏的联合优化,并采用交替方向乘子法进行求解。然而,鲁棒支持矩阵机的计算复杂

度较高,且引入的多个超参数使得对参数设置较为敏感。类似地,RSSMM、SSMM 和ACF-SSMM 等模型也通

过联合使用L1 范数与核范数正则项实现低秩与稀疏联合优化。2024年,Razzak等人[14]进一步提出了能够同步

实现矩阵恢复的支持矩阵机模型,将输入矩阵分解为一个干净矩阵L 和稀疏矩阵S 的和,随后对权重矩阵W 和

干净矩阵L 施加核范数约束以增强低秩性、捕捉矩阵内部结构特征,并在S 上引入L2,1 范数以促进列稀疏性。
总体而言,现有研究通常借助矩阵的核范数来保留矩阵行列相关性(如EEG通道时空关联),同时利用L1 范数

或L2,1 范数诱导稀疏性,以实现特征选择或噪声分离。

Zhao等人[15]通过引入非凸函数诱导的行分组非凸正则化项,实现了降秩回归模型的组稀疏。受此启发,为
提升矩阵分类模型的特征选择能力和泛化性能,本文在SMM模型基础上,利用由非凸Geman函数诱导的行分

组稀疏正则化项R(W)替换核范数正则化项,提出了低秩稀疏支持矩阵机(low-rank
 

and
 

sparse
 

support
 

matrix
 

machine,LoRa-SSMM)。针对由此产生的非凸优化问题,设计了一种基于 majorization-minimization(MM)方
法[16]及拉格朗日对偶理论的求解算法。为实现更高效的求解,将非凸性重分配方法[17]与 MM方法相结合,将非

凸优化问题转化为凸优化问题求解,从而降低了计算复杂度。为验证所提模型与算法的有效性,在图像等具有

先验结构的数据集上进行了评估。

1 预备知识

本节将简要介绍SVM、SMM和SSMM。首先介绍本文将用到的主要符号的含义。对于矩阵X∈Rpq,定义

它的秩为Rank(X)=r,其中r≤min{p,q}。vec(·)为向量化算子,表示按列优先顺序将矩阵堆叠为列向量,即

x=vec(XT)=(X11,X12,…,X1q,X21,…,Xpq)T∈Rpq。矩阵X 的F范数定义为 X F= ∑
i,j

X2
ij,L1 范数定

义为 X 1=∑
i,j

Xij ,核范数定义为矩阵的奇异值的和,即 X *=∑
r

i=1
σi(X),其中σi(X)(i=1,…,r)为矩阵

X 的奇异值。合页损失函数定义为(1-u)+=max{1-u,0}。

1.1 SVM
SVM是一种基于结构风险最小化原则的经典监督学习算法,核心思想是通过构造最大间隔超平面实现二

分类问题的建模。给定训练样本集{xi,yi}ni=1,其中xi∈Rpq 表示第i个向量形式的输入样本,对应的标签yi∈
{1,-1}。SVM旨在找到一个超平面wTx+b=0,尽可能将2类样本分隔开,优化模型为:

min
w,b

1
2w

Tw+C∑
n

i=1

[1-yi(wTxi+b)]+, (1)

其中:w 和b分别表示权重向量和偏置,C 是罚参数。通过引入松弛变量,上述问题的对偶问题为:

max
α ∑

n

i=1
αi-

1
2∑

n

i=1
∑
n

j=1
αiαjyiyj(xi·xj),
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s.t.
 

∑
n

i=1
αiyi=0,0≤αi≤C,i=1,…,n。 (2)

其中:αi 是拉格朗日乘子。由式(2)求解出α*
i ,可得到能判断未知样本

 

x~ 的标签y~ 的决策函数:

y~ =sign∑
n

i=1
αiyi(xi·x~)+b  。

此外,当w=vec(WT),xi=vec(XT),式(1)可写成:

min
W,b

1
2tr
(WTW)+C∑

n

i=1

{1-yi[tr(WTXi)+b]}+。 (3)

其中:W 是权重矩阵,Xi 为输入矩阵,tr(·)表示矩阵的迹。从计算角度来看,式(1)与式(3)本质上是等价的,但
当输入数据为矩阵时,式(1)不能捕捉矩阵的结构信息。

1.2 SMM
SMM是面向矩阵型数据的分类器,是SVM 的一种推广形式。给定训练数据集{Xi,yi}ni=1,其中Xi∈Rpq

表示第i个输入样本,yi∈{1,-1}表示第i个样本的标签。SMM遵循SVM的“最大间隔原则”,旨在寻找一个

超平面tr(WTXi)+b=0尽可能将属于不同类的数据分隔开。最初的SMM 模型是由Luo等人[6]提出,优化模

型为:

min
W,b

1
2tr
(WTW)+τ W * +C∑

n

i=1

{1-yi[tr(WTXi)+b]}+, (4)

其中:W 和b分别表示分类超平面的权重矩阵和偏置,tr(·)表示矩阵的迹,W *表示为W 的核范数,τ是低秩

参数,C 是罚参数,最后一项表示合页损失函数。在式(4)中,
1
2tr
(WTW)+τ W *被统称为谱弹性网正则,F范

数和核范数分别控制矩阵W 的复杂度和促进矩阵W 的低秩性。SMM将合页损失函数和谱弹性网惩罚相结合,
可直接作用于矩阵空间,在保留矩阵结构信息的同时实现对矩阵数据的直接分类。

虽然式(4)是凸问题,但合页损失和核范数的非光滑性使得传统的光滑优化算法不能直接用于求解该问题。
文献[6]使用交替方向乘子法求解该问题。因此,通过引入辅助变量矩阵Z,式(4)可等价地写成:

min
W,b

1
2tr
(WTW)+τ Z * +C∑

n

i=1

{1-yi[tr(WTXi)+b]}+,

s.t.
 

W-Z=0。
上述问题的增广拉格朗日函数为:

1
2tr
(WTW)+τ Z * +C∑

n

i=1

{1-yi[tr(WTXi)+b]}++tr[ΛT(Z-W)]+μ
2 Z-W 2

F。 (5)

其中:Λ 为拉格朗日乘子,是惩罚参数且μ>0。从式(5)可知,需求解3个矩阵变量:Z、(W,b)和Λ。求解SMM
的核心步骤是在每次迭代中计算Z(k)和(W(k),b(k)),即交替执行以下步骤。

步骤1,固定Z=Z(k-1),求解如下问题:
(W(k),b(k))=

arg
 

min
W,b

1
2tr
(WTW)+C∑

n

i=1

{1-yi[tr(WTXi)+b]}+-tr(Λ
(k-1)TW)+μ

2 Z(k-1)-W 2
F  ; (6)

步骤2,固定W=W(k),求解如下问题:

Z(k)=argmin
Z

τ Z *+tr(Λ
(k-1)TZ)+μ

2 Z-W(k) 2
F  ; (7)

步骤3,更新Λ(k):

Λ(k)=Λ(k-1)+μ(Z
(k)-W(k))。

式(6)、(7)的解分别为:

Ŵ =
1

μ+1
Λ+μZ

(k-1)+∑
n

i=1
α*

iyiXi  ,

b̂=
1
Ω ∑i∈Ω

{yi-tr(ŴTXi)},

31第4期             翁 婷,等:一类基于 MM方法的低秩稀疏支持矩阵机



Ẑ=
1
μ
Dτ(μW(k)-Λ)。

其中:Ω={i:0<α*
i <C},Ω 表示集合Ω 中的元素数量;Dτ 表示为奇异值阈值算子[18]。

通过交替方向乘子法得到问题的最优解Z*,Λ*和(W*,b*),从而找到分类超平面为:

tr(W*TXi)+b*=0。

1.3 SMM
SMM假设每个输入矩阵中的所有元素都可以作为标签的解释特征。然而,在实际应用中,许多特征对于某

些分类任务是冗余的,因此通过特征选择过滤掉冗余特征来提升模型的可解释性,这是一种常用的策略。基于

此,Zheng等人[7]在文献[6]的基础上,用L1 范数正则化项代替F范数,提出SSMM模型:

min
W,b

 
γ W 1+τ W * +∑

n

i=1

{1-yi[tr(WTXi)+b]}+, (8)

其中:W 和b分别表示分类超平面的权重矩阵和偏置,γ、τ分别是稀疏参数、低秩参数。模型以矩阵W 的核范数

和L1 范数作为正则项,分别促进W 的低秩和稀疏特性,同时实现结构信息的提取和重要特征的选择,以更好地

对矩阵形式的数据进行分类。
式(8)是一个凸优化问题,但合页损失、L1 范数和核范数的组合使得该问题难以求解。为了解决这一问题,

本文提出了基于GFB[19]算法框架的迭代算法,求解过程如下。
首先,将合页损失函数用广义合页损失函数hα 代替,得到新的优化问题。
然后,引入辅助变量Z1、Z2,利用GFB算法求解该问题,即交替执行下列步骤:
步骤1,更新Z1,Z2:

Z1←Z1+λt(prox
 

θ
ω1

γ · 1
(2W-Z1-θ�Whα)-W),

Z2←Z2+λt(prox
 

θ
ω2

τ · *
(2W-Z2-θ�Whα)-W);

步骤2,更新W,b:

W ←∑
2

k=1
ωkZk,

b←b-θ�bhα。

令Y=2W-Z1-θ�Whα,Y=2W-Z2-θ�Whα,则:

prox
 

θ
ω1

γ · 1
(Yij)=sign(Yij)·max Yij -

θ
ω1

γ,
 

0  ,
其中:Yij 为矩阵Y 的第i行第j列的元素;prox

 

θ
ω2

τ · *
(Y)=D θ

ω2
τ
(Y),D θ

ω2
τ

为奇异值阈值算子[18]。由该算法求

得式(8)的最优解W*和b*,则分类超平面为:

tr(W*TXi)+b*=0;

对未知样本
 

X
~,预测标签y~ 可通过y~=sign(tr(W*TX

~)+b*)确定。

2 LoRa-SSMM
在式(4)和式(8)中均采用凸正则化项(核范数)来促使系数矩阵W 低秩。与SMM 和SSMM 不同,本文考

虑利用非凸正则化项R(W)替代传统的核范数 W *,以期获得更精确的低秩与稀疏近似。下文将详细介绍本

文所提出的模型及求解算法。

2.1 模型

通过引入由非凸Geman函数定义的行分组稀疏正则化项R(W),本文提出LoRa-SSMM:

min
W,b

 
F(W,b)=

1
2tr
(WTW)+τR(W)+C∑

n

i=1

{1-yi[tr(WTXi)+b]}+, (9)

其中:R(W)=∑
p

t=1
ξtρ(wt

2
2),wt 为W 的第t行,ρ(x )=

x
θ+ x

(θ>0)为非凸Geman函数[20],τ、C 分别是

稀疏参数和罚参数。并利用矩阵的F范数和行分组稀疏正则化项分别控制W 的复杂度和促进W 的稀疏性与低
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秩性。R(W)是由非凸Geman函数诱导而来,能够实现特征的组稀疏,保留矩阵内部的分组结构信息。特别地,
当ρ(x )= x ,ξt≡1(1≤t≤p)时,R(W)= W 2,1;当R(W)= W * 时,式(9)退化为SMM。因此正则项

R(W)既可以提升W 的稀疏度,还能有效地保持W 的低秩性。

2.2 基于 MM 方法的迭代算法

非凸正则化项虽能有效提升模型的稀疏性并避免有偏估计,但对应的非凸优化问题通常具有较高的计算复

杂度,求解比较困难。为此,根据文献[15],本文提出一种基于 MM 方法[16]的改进优化算法。MM 方法是一类

用于求解复杂优化问题的迭代框架,核心思想是通过在每次迭代中构造一个易于优化的近似函数来替代原始目

标函数,并通过连续最小化该近似函数来实现对原目标函数的单调下降。该方法包含2个核心步骤:一是在当

前迭代点构造目标函数的上界近似;二是通过最小化该上界函数来更新迭代点。考虑如下形式的优化问题:

min
x∈χ

 f(x), (10)

其中:χ⊆Rn 是非空闭集,f:χ→R为连续函数。算法1总结了求解该问题的 MM方法的基本框架。
算法1(MM方法) 输入:目标函数f(x),初始点x(0),收敛阈值ε>0。
过程:

1)
 

初始化:设置k=0。

2)
 

循环:

  a)
 

构造上界:在当前点x(k)构造满足以下条件的近似函数g(x x(k)):

g(x x(k))≥f(x),对所有x;

g(x(k)x(k))=f(x(k))。

  b)
 

最小化上界:更新迭代点x(k+1)=arg
 

min
x

 g(x x(k))。

  c)
 

更新:k←k+1。
直到满足收敛条件(x(k)-x(k-1) <ε)。
输出:近似最优解x(k)。
根据文献[17]有:

R(W)=R+(W)+R-(W),

其中:R+ (W)=σ∑
p

t=1
ξt wt

2
2(σ=1/θ),R-(W)=R(W)-R+(W)。

将R-(W)在W(k)处一阶泰勒展开有:

R-(W)≃tr(G(k)TW),
其中:G(k)表示函数R-(W)在W(k)处的梯度,g(k)

t 表示G(k)的第t行,且:

g(k)
t =

△2ξt[ρ'(w(k)
t

2
2)-σ]w

(k)
t , (11)

则R(W)的近似函数为:

R(W)≃R+(W)+tr(G(k)TW)。
故F(W,b)在W(k)处的近似函数为:

F(W,b)=
1
2tr
(WTW)+τ[R+ (W)+tr(G(k)TW)]+C∑

n

i=1

{1-yi[tr(WTXi)+b]}+, (12)

从而将式(9)转化为迭代求解下列凸优化子问题:

min
W,b

1
2tr
(WTW)+τ[R+ (W)+tr(G(k)TW)]+C∑

n

i=1

{1-yi[tr(WTXi)+b]}+, (13)

式(13)可等价地写成带有线性约束的凸二次规划问题,并通过求该式的对偶问题来获得问题的最优解。
定理1 对τ,σ,{ξt}pt=1>0,令

 

D=2στD,D=diag{
 

ξ1,ξ2,…,ξp}为对角矩阵,则式(13)的最优解为:

Ŵ =(I+D)-1 ∑
n

i=1
α*

iyiXi-τG(k)  ,

b̂=
1
Ω ∑i∈Ω

{yi-tr(ŴTXi)}。 (14)

其中:α*∈Rn 是下列约束二次规划问题的解:
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max
α
-
1
2α

TKα+qTα, 

s.t.
 

0≤αi ≤C,∑
n

i=1
αiyi=0。

其中:K∈Rn×n,q∈Rn,K,q中的元素Kij,qi 分别定义为:

Kij=yiyjtr[XiXT
j(I+D)-1],

qi=1+τyitr[XiG
(k)T(I+D)-1]。

证明 引入松弛变量ηi,式(13)等价于:

min
W,b

1
2tr
(WTW)+τ[R+ (W)+tr(G(k)TW)]+C∑

n

i=1
ηi,

s.t.
 

1-yi[tr(WTXi)+b]≤ηi,ηi≥0,∀i。 (15)
式(15)的拉格朗日函数为:

L=
1
2tr
(WTW)+τ[R+ (W)+tr(G(k)TW)]+C∑

n

i=1
ηi-∑

n

i=1
αi{yi[tr(WTXi)+b]-1+ηi}-∑

n

i=1
γiηi,

(16)
其中:α,γ 分别为拉格朗日乘子,且α=(α1,α2,…,αn),γ=(γ1,γ2,…,γn)。对式(16)分别关于W,b,η 求偏导:

∂L
∂W=0

,∂L
∂b=0

,∂L
∂η
=0,

有:

W =(I+D)-1 ∑
n

i=1
αiyiXi-τG(k)  , (17)

∑
n

i=1
αiyi=0,

C=αi+γi。
代入式(16)有:

L=
1
2tr
(WTW)+τ[R+ (W)+tr(G(k)TW)]+∑

n

i=1
αi-∑

n

i=1
αiyitr(WTXi)=

1
2tr
(WTW)+τ[σtr(DWWT)+tr(G(k)TW)]+∑

n

i=1
αi-∑

n

i=1
αiyitr(WTXi)=

1
2tr
[(I+D)WWT]+τtr(G(k)TW)-∑

n

i=1
αiyitr(WTXi)+∑

n

i=1
αi=

-
1
2∑

n

i=1
∑
n

j=1
yiyjtr[XiXT

j(I+D)-1]·αiαj +∑
n

i=1

{1+τyitr[XiG
(k)T(I+D)-1]}·αi+const.=

-
1
2∑

n

i=1
∑
n

j=1
Kijαiαj +∑

n

i=1
qiαi+const.=-

1
2α

TKα+qTα+const.。

其中:const.=-
1
2τ

2tr[G(k)G(k)T(I+D)-1],为常数。

令:

Kij=yiyjtr[XiXT
j(I+D)-1],qi=1+τyitr[XiG

(k)T(I+D)-1]。
得到对偶问题:

max
α
 -

1
2α

TKα+qTα, 

s.t. 0≤αi ≤C,∑
n

i=1
αiyi=0。 (18)

求解式(18)得到最优解α*。将α*代入式(17)可得:

Ŵ =(I+D)-1 ∑
n

i=1
α*

iyiXi-τG(k)  。
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由KKT条件中的互补松弛条件,有:

α*
i {yi[tr(ŴTXi)+b]-1+ηi}=0,γiηi=0。

则对0<α*
i <C,γi>0有:

b=yi-tr(ŴTXi),
取平均有:

b̂=
1
Ω ∑i∈Ω

{yi-tr(ŴTXi)}。

其中:Ω={i:0<α*
i <C},Ω 表示集合Ω 中元素的数量。 证毕

基于上述讨论,给出求解式(9)的算法框架,即算法2。
算法2(LoRa-SSMM) 步0

 

初始化:W(0)∈Rp×q,b(0)∈R;
步1 通过式(11)计算G(k);
步2 求解对偶问题式(18)计算α*;
步3 计算W(k+1),b(k+1),通过

W(k)=(I+D)-1 ∑
n

i=1
α*

iyiXi-τG(k)  
b(k)=

1
Ω ∑i∈Ω{yi-tr(W(k)TXi)}

步4 若满足收敛条件,算法终止;否则令k←k+1,转步1。
算法2是基于经典 MM方法的算法框架,全局收敛性结果已由文献[21-22]给出,具体见定理2。
定理2 假设{(W(k),b(k))}是算法2产生的无穷点列,式(9)的目标函数F(W,b)是强制的且 MM方法映射

M 是连续映射[22],则lim
k→∞

W(k+1)-W(k) =0且lim
k→∞

b(k+1)-b(k) =0。

注 在算法2中,更新G(k)的计算复杂度O(pq)。在第2步中,首先需计算K 和q,因为:

Kij=yiyjtr[XiXT
j(I+D)-1],

其中(I+D)-1 为对角矩阵,所以只需计算XiXT
j 的主对角元,计算复杂度为O(pq),从而K 更新的计算复杂度

为O(n2pq),q的计算复杂度为O(npq);其次,求解对偶变量α*的计算复杂度为O(n3)。在第3步中,更新W
的复杂度为O(npq),更新b的复杂度为O(pq Ω ),Ω 表示非支持向量的样本个数。假设T 为算法2循环迭

代次数,则算法2的计算复杂度为O(T(n3+n2pq))。

3 数值实验

为了说明本文所提LoRa-SSMM的有效性,将LoRa-SSMM与SVM、L1-SVM、SMM、SSMM这4种方法进

行比较。实验过程中,使用 Matlab统计与机器学习工具箱中内置的fitcsvm和fitclinear函数分别求解SVM和

L1-SVM模型。所有实验均以 Matlab
 

2021b为软件平台,以Intel
 

Core
 

i5-8265U
 

CPU
 

@
 

1.60
 

GHz为处理器,

内存16.0
 

GB的笔记本电脑为硬件平台。当连续2次迭代的值之差满足 W(k+1)-W(k) ≤10-4 或迭代次数大

于500时,迭代过程终止。当 Wij ≤10-6 时,令Wij=0,去除冗余特征,即此时认为样本的第(i,j)个特征为冗

余特征。所有方法的超参数均由五折交叉验证选取,并以准确率作为交叉验证的性能评价指标。准确率定义为

正确分类样本数占总样本数的比例,记为xAcc,计算公式如下:

xAcc=
NTP+NTN

NTP+NTN+NFP+NFN
,

其中:NTP、NTN、NFP 和NFN 分别表示真正例、真负例、假正例与假负例。
针对LoRa-SSMM,参数选择范围设置如下:

C∈{0.001,0.01,0.1,1},τ∈{0.1,1,10,100,1
 

000},θ∈{0.005,0.05},ξt
 (t=1,…,p)=1;

其余对比方法中,SMM的参数设置参考文献[13]的相关设置,即:

C∈{0.01,0.1,1,10,100},τ∈{0.001,0.01,0.1,1,10};

SSMM的正则化参数设置为:
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γ∈{0.001,0.01,0.1,1},τ∈{0.001,0.01,0.1,1,10};

SVM和SSVM的正则化参数C、λ均取自集合τ∈{10-6,10-5,10-4,…,104,105}。
实验中共采用3个可天然表示为矩阵结构的数据集:INRIA

 

Person、Caltech
 

faces以及Caltech
 

101。为确

保实验的公平性与可复现性,对于各对比方法,本文均采用随机抽样策略,将每个数据集的70%划分为训练集,
剩余30%划分为测试集。各数据集的详细描述如下。

Caltech
 

faces数据集由加州理工学院收集,包含26位受试者的450张彩色人脸图像。原始图像分辨率为

896×592像素,为减少计算复杂度,将原始图像统一下采样至448×296像素。所有样本按性别属性被划分为

2类(男性为277张,女性为173张)。图1给出了该数据集的部分样本示例。

INRIA
 

Person数据集是行人检测领域的基准数据集,本实验使用其中的正负样本进行二分类任务。该数

据集包含902张行人图像(正样本)与1
 

212张背景图像(负样本)。所有图像均已统一处理为64×128像素的灰

度图。图2给出了该数据集的部分样本示例。

图1 Caltech
 

faces性别分类数据集样本示例

Fig.1 Sample
 

examples
 

of
 

Caltech
 

faces
 

gender
 

classification
 

dataset

图2 INRIA
 

Person数据集中的行人和背景图像样本示例

Fig.2 Pedestrian
 

and
 

background
 

samples
 

from
 

the
 

INRIA
 

Person
 

dataset

Caltech
 

101数据集包含101个类别的物体图像,由李飞飞等人于2003年创建。数据集中各类别图像数量

介于30~800张之间(多数约为50张)。为验证所提算法在图像二分类任务上的泛化能力,从该数据集中选取

了6组具有较高语义相关性且在视觉特征上具有一定可比性的类别对,构建了6个二分类评估子集(例如“飞
机”与“摩托车”同属交通工具,且在视觉上均具有流线型轮廓;“火烈鸟”与“鸽子”同属鸟类,在形态结构上存在

共性),从而构成更具挑战性的分类任务。最终选定的6组类别对分别为:(Wheelchair,
 

Windsor
 

chair)、(Cup,
 

Ewer)、(Flamingo,
 

Pigeon)、(Emu,
 

Ibis)、(Bass,
 

Dolphin)以及(Airplanes,
 

Motorbikes),将每一对中的前者标

记为正类,后者标记为负类,所有图像均已统一处理为100×100像素的灰度图。各类别对的原始样本量汇总于

表1,详细的数据划分情况见表2。
为全面评估算法性能,在每个数据集上进行5次独立实验,每次实验均重新划分训练集与测试集。最终报

告的各项性能指标为5次实验结果的算术平均值,以确保结果的统计可靠性。采用以下4项核心指标:准确率,
用于衡量模型的整体分类精度;稀疏度,定义为模型参数中零元素的比例,该值越高表明特征选择能力越强;模
型有效秩,用于衡量模型对矩阵结构信息的利用能力,值越低表明低秩约束效果越好,向量型分类器的秩通过将

得到的权重向量重塑为矩阵进而计算有效秩;训练时间,即算法完成1次训练所消耗的时间,用于评估计算效
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率。基于上述指标,表3详细列出了各对比方法在所有数据集上的平均性能。

表1 从Caltech
 

101数据集中选取的类别对

Tab.1 Category
 

pairs
 

selected
 

from
 

the
 

Caltech
 

101
 

dataset

数据集 数据维度/像素 样本数/个 数据集 数据维度/像素 样本数/个

Airplanes 100×100 800 Wheelchair 100×100 59

Motorbikes 100×100 798 Windsor
 

chair 100×100 56

Flamingo 100×100 67 Bass 100×100 54

Pigeon 100×100 45 Dolphin 100×100 65

Cup 100×100 57 Emu 100×100 53

Ewer 100×100 85 Ibis 100×100 80

表2 实验中使用的数据集

Tab.2 The
 

dataset
 

used
 

in
 

the
 

experiment

数据集 数据维度/像素 训练集(正样本/负样本) 测试集(正样本/负样本) 样本数/个

Caltech
 

faces 448×296 315(197/118) 135(80/55) 450

INRIA
 

Person 64×128 1
 

526(614/912) 588(288/300) 2
 

114

Wheelchair&Windsor
 

chair 100×100 80(39/41) 35(17/18) 115

Cup&Ewer 100×100 98(59/39) 44(26/18) 142

Flamingo&Pigeon 100×100 77(46/31) 35(14/21) 112

Emu&Ibis 100×100 93(56/37) 40(24/16) 133

Bass&Dolphin 100×100 76(45/31) 37(20/17) 113

Airplanes&Motorbikes 100×100 1
 

118(558/560) 480(240/240) 1
 

598

实验结果表明,LoRa-SSMM与其他方法相比,具有一定优势。
在分类准确率方面,LoRa-SSMM在8个数据集中的6个数据集上取得了最高准确率,而其他方法最多在

2个数据集上达到最优。具体而言,在Caltech
 

faces、INRIA
 

Person、Cup&Ewer、Emu&Ibis、Bass&Dolphin和

Airplane&Motorbike数据集上,LoRa-SSMM 均取得了最高的分类准确率;在 Wheelchair&Windsor
 

chair和

Flamingo&Pigeon数据集上,LoRa-SSMM虽分别以0.58%和0.57%的差距略低于SSMM,但仍明显优于其他

对比方法。从平均准确率来看,LoRa-SSMM 达到76.43%,明显高于SVM 的68.38%、L1-SVM 的58.70%、

SMM的67.25%和SSMM的73.77%,充分验证了本文方法在矩阵数据分类任务上的有效性。
在模型稀疏度和有效秩方面,LoRa-SSMM 在多数数据集上保持了合理的稀疏水平(如 Caltech

 

faces:

43.11%,INRIA
 

Person:19.96%),既避免了过拟合,又保留了足够的模型表达能力。相比之下,SVM和SSMM
在某些数据集上稀疏度接近0,存在过拟合风险;而 L1-SVM 在部分数据集上稀疏度过高(如 Airplane&

 

Motorbike:100%),虽然具有较强的特征选择能力,但可能损失有价值的判别信息,以至于分类准确率普遍偏

低。在模型的有效秩方面,LoRa-SSMM在多个数据集上取得了较低的有效秩,证明能更有效地捕捉矩阵数据的

内部结构。
在训练时间方面,LoRa-SSMM 在保持优异性能的同时,在多数情况下展现了较高的计算效率。在

Wheelchair&Windsor
 

chair、Cup&Ewer、Flamingo&Pigeon、Bass&Dolphin和 Airplane&Motorbikes数据集

上,LoRa-SSMM的训练时间明显低于其他矩阵型方法,例如SMM、SSMM,甚至还优于部分向量型方法。特别

是在Caltech
 

faces数据集上,LoRa-SSMM的训练时间仅需1.75
 

s,而SSMM 耗时则超过10
 

min,因此,LoRa-
SSMM展现出较强的效率优势。图3、图4展示了SSMM、SMM以及LoRa-SSMM在Emu&Ibis和Cup&Ewer
数据集上的收敛性能对比。以图3为例,图3a为归一化目标函数值的收敛轨迹,函数数值已归一化至[0,1]区间

以便于比较;图3b量化了各算法达到预定收敛阈值所需的迭代次数,其中收敛阈值设定为归一化目标函数值的
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10%和5%;图3c展示了LoRa-SSMM 和SMM 算法在前100次迭代中的收敛细节。收敛曲线(图3a)显示,

LoRa-SSMM具有最快的收敛特性,SSMM收敛得最慢。量化分析(图3b)表明,达到10%目标函数值时,LoRa-
SSMM、SMM和SSMM分别需要5、9和361次迭代;达到5%目标函数值时,则分别需要8、15和427次迭代。

表3 实验结果

Tab.3 Experimental
 

results

数据集 参数 SVM L1-SVM SMM SSMM LoRa-SSMM

Caltech
 

faces

准确率 (57.04±0.00)% (59.26±0.00)% (62.22±11.82)% (74.96±3.25)%

稀疏度 100.00% 0.00% 26.53% 43.11%

有效秩 28 296 281 296

时间/s 1.36 1.01 56.33 >10
 

min 1.75

INRIA
 

Person

准确率 (80.41±0.19)% (79.76±0.70)% (67.79±15.47)% (80.20±0.19)% (80.61±0.24)%

稀疏度 0.00% 61.39% 0.01% 0.13% 19.96%

有效秩 64 58 64 33 52

时间/s 6.78 9.13 10.90 195.63 125.64

Wheelchair&
Windsor

 

chair

准确率 (74.29±0.00)% (50.86±1.28)% (66.28±2.39)% (83.44±1.27)% (82.86±0.00)%

稀疏度 5.24% 91.08% 4.36% 1.02% 10.49%

有效秩 97 18 80 98 95

时间/s 0.05 0.11 1.59 7.78 0.03

Cup&Ewer

准确率 (57.27±3.73)% (58.64±2.49)% (60.91±4.37)% (55.46±1.24)% (63.18±1.02)%

稀疏度 0.03% 78.61% 0.05% 4.90% 0.08%

有效秩 100 35 100 98 99

时间/s 0.20 0.18 2.70 8.69 0.05

Flamingo&Pigeon

准确率 (57.14±0.00)% (60.00±0.00)% (64.00±4.78)% (72.57±1.57)% (72.00±5.11)%

稀疏度 3.99% 37.99% 4.69% 7.03% 10.19%

有效秩 99 72 98 100 97

时间/s 0.08 0.03 2.19 7.59 0.05

Emu&Ibis

准确率 (57.50±0.00)% (57.00±2.09)% (59.00±1.37)% (60.50±1.12)% (64.50±2.74)%

稀疏度 0.02% 19.16% 0.01% 11.71% 0.01%

有效秩 100 90 98 71 100

时间/s 0.10 0.46 2.15 9.41 2.59

Bass&Dolphin

准确率 (67.17±0.89)% (54.05±0.00)% (61.08±2.41)% (68.11±6.45)% (75.68±0.00)%

稀疏度 3.89% 4.97% 3.06% 0.41% 10.05%

有效秩 98 94 76 99 95

时间/s 0.04 0.03 2.06 8.88 0.03

Airplane&
Motorbike

准确率 (96.25±0.00)% (50.00±0.00)% (96.71±0.88)% (96.08±0.35)% (97.63±0.12)%

稀疏度 3.32% 100.00% 2.82% 0.00% 4.28%

有效秩 98 0 73 100 98

时间/s 1.46 0.25 21.44 128.00 0.82

平均准确率 68.38% 58.70% 67.25% 73.77% 76.43%

  注:加粗的数据表示“最高平均准确率±标准差”。
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总体而言,LoRa-SSMM 在分类精度、模型复杂度和计算效率之间实现了良好平衡。与现有矩阵分类器相

比,它不仅实现了更高的平均分类准确率,而且具备更合理的模型复杂度和更有竞争力的训练速度,展现出优异

的综合性能。

a 收敛曲线对比

b 收敛速度对比

c LoRa-SSMM 和SMM 收敛细节(前100次迭代)

  注:图3b中10%目标函数值和5%目标函数值分别指归一化目标函数值的10%和5%。下同。

图3 Emu&Ibis数据集上的算法收敛性能综合分析

Fig.3 Comprehensive
 

analysis
 

of
 

algorithm
 

convergence
 

performance
 

on
 

Emu&Ibis
 

dataset

a 收敛曲线对比

b 收敛速度对比

c LoRa-SSMM 和SMM 收敛细节(前100次迭代)

图4 Cup
 

&
 

Ewer数据集上的算法收敛性能综合分析

Fig.4 Comprehensive
 

analysis
 

of
 

algorithm
 

convergence
 

performance
 

on
 

Cup&Ewer
 

dataset

4 结论

本文针对矩阵分类问题,提出了LoRa-SSMM 及对应的高效求解算法。数值实验表明,通过以非凸正则项
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替代经典SMM中的核范数,新模型能更有效地实现特征选择与低秩约束,从而实现对矩阵先验结构信息更充分

的利用。所设计的基于 MM方法的求解算法,通过将原问题转化为一系列对偶子问题求解,使得每次迭代仅需

处理1个子问题,明显降低了计算复杂度,在效率上优于基准方法。数值实验表明,本文所提方法在矩阵结构信

息的利用以及特征选择、泛化性能等方面具有明显优势。但本文所提算法中仍涉及求解对偶二次规划问题,计
算效率有待进一步提升。
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Abstract:
 

Support
 

matrix
 

machine
 

(SMM)
 

is
 

a
 

type
 

of
 

classification
 

model
 

that
 

directly
 

processes
 

matrix-type
 

data
 

and
 

serves
 

as
 

a
 

generalization
 

of
 

support
 

vector
 

machine.
 

Sparse
 

support
 

matrix
 

machine
 

achieves
 

feature
 

selection
 

by
 

using
 

the
 

L1
 norm

 

of
 

the
 

matrix
 

instead
 

of
 

the
 

F
 

norm.
 

However,
 

studies
 

have
 

shown
 

that
 

nonconvex
 

regularization
 

terms
 

generally
 

yield
 

more
 

accurate
 

approximations,
 

thereby
 

enhancing
 

the
 

model’s
 

feature
 

selection
 

capability.
 

To
 

this
 

end,
 

this
 

paper
 

proposes
 

a
 

novel
 

low-rank
 

and
 

sparse
 

support
 

matrix
 

machine
 

model
 

incorporating
 

a
 

nonconvex
 

regularization
 

term.
 

Built
 

upon
 

SMM,
 

this
 

approach
 

replaces
 

the
 

nuclear
 

norm
 

of
 

the
 

matrix
 

with
 

a
 

row-wise
 

group
 

sparsity
 

regularizer
 

induced
 

by
 

a
 

nonconvex
 

Geman
 

function.
 

This
 

achieves
 

sparsity
 

while
 

simultaneously
 

fostering
 

low-rank
 

properties
 

in
 

the
 

matrix,
 

leading
 

to
 

improved
 

classification
 

performance.
 

An
 

improved
 

optimization
 

algorithm,
 

built
 

upon
 

the
 

Majorization-Minimization
 

method,
 

is
 

proposed
 

to
 

solve
 

this
 

nonconvex
 

optimization
 

problem.
 

Numerical
 

experiments
 

demonstrate
 

that
 

the
 

proposed
 

algorithm
 

is
 

more
 

efficient
 

than
 

benchmark
 

algorithms,
 

and
 

the
 

introduction
 

of
 

a
 

nonconvex
 

regularizer
 

can
 

achieve
 

better
 

classification
 

performance.
Keywords:

 

SMM;
 

Geman
 

function;
 

group
 

sparsity;Majorization-Minimization
 

method
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