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边长度有不确定性的树图上单机排序与选址集成问题
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摘要:研究树图上单机排序与选址集成问题,其中工件的加工时间、运输起始时间以及运输速度是给定的;树图上的顶点

和边也是给定的,但边长度具有不确定性,且它的值依赖于一组离散场景;机器的放置位置和工件的加工顺序需由决策确

定;工件在加工之前需先被运输至机器位置。关注排序指标即工件的最大完工时间(或时间表长),采用鲁棒优化方法对

最大绝对鲁棒问题和最大遗憾问题,分别给出了多项式时间算法;对最大相对遗憾问题,设计了完全多项式时间近似方

案。最后,通过实例说明了算法的执行过程和有效性。
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作为运筹学的2个重要分支,排序论和关于设施选址的理论已经以相对独立的方式被广泛地研究。然而,
在许多实际应用中又同时涉及排序和选址事项,这类问题常被称作“排序与选址集成(scheduling-location,

SchLoc)问题”。例如,由Elvikis等人[1]描述的“用于货物装卸运输的集装箱港口设施、生产规划中可移动的机

器设备”。对SchLoc问题设计求解算法时,相较于独立或依次处理排序与选址事项,采用统筹考虑二者的综合

方式是更好选择。在典型的SchLoc问题中,需确定每台机器的放置位置(可以在某个节点或某条边上),分配工

件至机器上,并为分配在同一台机器上的工件确定加工顺序。特别地,要求每个工件(该工件的初始位置在某个

节点上)在加工之前先沿图上的某条路径运输至它被分配的机器的放置位置。另外,由于受到如机器故障、劳动

力短缺以及市场波动等多种因素的影响,许多优化问题中的参数往往呈现不确定性。用“多场景(multi-
scenario)”来建模这种不确定性是常用方法之一[2]。鲁棒优化是处理与多场景相关的优化问题的有效方法之

一,目标是寻找在各种场景下均可接收的可行解。

Hamacher等人[3]最早研究了单机上最小化最大完工时间的SchLoc问题,分别对树图和一般图上的情形

给出了多项式时间算法。Elvikis等人[1]将此研究扩展至平图上(planar
 

graph)的情形,允许机器放置在任意位

置(不局限在节点或边上),对多个特殊情形分别给出了多项式时间算法。Kalsch等人[4]也研究了平图上的

SchLoc问题,对2个排序指标最大完工时间和完工时间之和分别给出了分支定界算法,并在不同范数(如欧

几里得范数、直线型范数)意义下通过数据实例验证了算法的有效性。Krumke等人[5]研究了树图上边长度有

不确 定 性 的 鲁 棒 SchLoc问 题(简 记 为 R-SchLoc问 题),将 不 确 定 的 边 长 度 建 模 为 区 间 型 场 景 集

ξ∈RE:ξe∈[le,le],∀e∈E,∑
e∈E

(ξe -le)≤Γ  ,对最大绝对鲁棒问题给出了多项式时间算法。注意,当所

有工件的加工时间和运输起始时间均为0时,一般图上边长度有不确定性的R-SchLoc问题退化为鲁棒1-中心

问题;当机器位置固定时,它又等价于工件的到达时间有不确定性的鲁棒排序问题。Elvikis等人[1]证明了一般

图上边长度有不确定性的最大遗憾鲁棒1-中心问题是强-NP难的。这意味着对应的一般图上最大遗憾

R-SchLoc问题也是强-NP难的。Averbakh等人[7]对树图上边长度有不确定性的最大遗憾鲁棒1-中心问题给出

了多项式时间算法。Bachtler等人[8]研究了单机上工件的到达时间有不确定性的最小化最大完工时间的鲁棒排

序问题,将工件的到达时间的不确定性建模为2个场景集:
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ξ:r
(ξ)
j ∈ [rj,rj],∀j,∑

Jj∈J

(r(ξ)
j -rj)≤Γ1  ,

{ξ:r
(ξ)
j ∈[rj,rj],∀j,Jj∈J:r

(ξ)
j ≠rj ≤Γ2},

分别对最大绝对鲁棒问题和最大遗憾问题给出了多项式时间算法。Geng等人[9]研究了与文献[8]相似的问题,
不同之处在于前者的研究中,工件到达时间的不确定性被建模为离散场景集{ξ1,ξ2,…,ξm},分别对最大绝对鲁

棒问题、最大遗憾问题以及最大相对遗憾问题给出了多项式时间算法。另外一些关于鲁棒排序问题的较新研究

工作可参考 Wu等人[10-11]、Bougeret等人[12]的研究成果。
不同于 Krumke等人[5]考虑的区间型场景集,本文考虑离散型场景集{ξ1,ξ2,…,ξm}

[2]。注意,正如

Bachtler等人[8]和Geng等人[9]描述的那样,区间型场景集下的(优化)问题实例可以转化为离散型场景集下的

问题实例,尽管此转换用时可能不是多项式时间;反之不然。从这个角度看,本文研究的最大绝对鲁棒问题是

Krumke等人[5]研究的问题的扩展。此外,本文也研究了最大遗憾问题和最大相对遗憾问题。具体地,对最大绝

对鲁棒问题和最大遗憾问题分别给出了多项式时间算法;对最大相对遗憾问题,设计了完全多项式时间近似

方案。

1 问题描述

本文研究的R-SchLoc问题可描述如下:给定n 个工件J1,J2,…,Jn,这些工件的集合记为J,即J={J1,

J2,…,Jn},再给定树图T 且T=(V,E)。这些工件需安排在单机上不中断地完成加工,T 上有n 个节点和n-
1条边,令 V =n,E =n-1。工件Jj 的加工时间为pj 且pj>0,初始位置在节点vj。T 中的各边的长度依

赖于m 个场景ξ1,ξ2,…,ξm,记S={ξ1,ξ2,…,ξm}。边e∈E 在场景ξk 下的长度为l(k)
e 且l(k)

e >0,场景ξk 也可

看作n-1维向量(l(k)
e1
,l(k)

e2
,…,l(k)

en-1
)。在场景ξk 下节点vi 与vj 之间的距离d(k)(vi,vj)是T 中连接这2个节

点的唯一路径上所有边的长度之和。令e为T 中连接任意2个节点vi 和vj(i<j)的边。引入参数x(x∈[0,

1])来定义e上的一点,记作(e,x),满足在场景ξk 下从点(e,x)到节点vi 与vj 的距离分别为d(k)(vi,(e,x))=
xl(k)

e 和d(k)(vj,(e,x))=(1-x)l
(k)
e 。当x=0时,(e,x)即为节点vi;当x=1时,(e,x)即为节点vj。为方便

起见,自此之后,在不产生异义的前提下T 也表示树图中的所有点(包括节点和边上的点),x∈T 也代表T 中的

任意一点。
对于连接节点va 和vb(a<b)的边e,定义在场景ξk 下从点x∈e到节点vj∈V\{va,vb}的距离d(k)(vj,x)为:

d(k)(vj,x)=
d(k)(vj,va)+xl

(k)
e ,vj∈Ta

d(k)(vj,vb)+(1-x)l
(k)
e ,vj∈Tb 。 (1)

其中:Ta 和Tb 分别表示从树图T 中删去边e得到的以va 和vb 为根节点的子树。机器可以放置在树图中的任

意节点或边上,具体位置由决策确定。每个工件在加工之前需先沿图中的路径运输至机器位置。假设工件Jj

的运输起始时间为sj(sj≥0),运输速度为τj(τj>0)。相对于(机器)位置x∈T,在场景ξk 下工件Jj 的到达时

间为:

r(k)
j (x)=sj+

d(k)(vj,x)
τj

。 (2)

假设所有参数pj,sj,τj,l
(k)
e 均为实数。令π为一个工件排序(或置换),Π 为所有排序的集合。用C(k)

j (π,x)
表示工件Jj 在π 中在场景ξk 下相对于位置x 的完工时间。若工件Jj 在π 中排在第i个位置,即π(i)=j,则

C(k)
j (π,x)可按下面方式计算:

C(k)
π(1)(π,x)=r

(k)
π(1)(x)+pπ(1),C

(k)
π(i)(π,x)=max{C

(k)
π(i-1)(π,x),r

(k)
π(i)(x)}+pπ(i),∀i=2,3,…,n。

π 在场景ξk 下相对于位置x 的时间表长C(k)
max(π,x)定义为工件的最大完工时间,即C(k)

max(π,x)=C
(k)
π(n)(π,x)。

假设在每种场景下各条边的长度是已知的(或者说各种场景下的边长度以及场景个数m 都是输入实例的一

部分),但哪种场景实际出现是未知的。为了防止最坏情况发生,本文采用鲁棒优化方法求解3个具体问题:最
大绝对鲁棒问题、最大遗憾问题和最大相对遗憾问题,目标函数分别为:

min
x∈T,π∈Π

{max
ξk∈S

{C(k)
max(π,x)}},min

x∈T,π∈Π
{max
ξk∈S

{C(k)
max(π,x)-C

(k)}},min
x∈T,π∈Π

max
ξk∈S

C(k)
max(π,x)-C

(k)

C(k)    。
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其中:C(k)表示在场景ξk 下所有排序的时间表长的最小值,即C(k)= min
x∈T,π∈Π

C(k)
max(π,x),它仅依赖于场景ξk。

2 算法与分析

本节不再逐个求解最大绝对鲁棒问题(P1)、最大遗憾问题(P2)和最大相对遗憾问题(P3),而是考虑下面更

具一般性的问题。
树图上附加场景偏差的R-SchLoc问题(简记为RSAB)
输入:工件J={J1,J2,…,Jn},加工时间p1,p2,…,pn,运输起始时间s1,s2,…,sn 及运输速度τ1,τ2,…,

τn;树图T=(V,E);场景S={ξ1,ξ2,…,ξm}和场景偏差D(1),D(2),…,D(m)。

输出:机器位置x∈T 和工件排序π,使得max
ξk∈S

{C(k)
max(π,x)+D(k)}尽可能小。

注意,RSAB问题中的常数D(1),D(2),…,D(m)可能依赖于对应的场景,但与机器位置和工件排序无关。接

下来,本文对RSAB问题给出多项式时间算法,该算法的设计思想借鉴文献[5],并能直接用于求解问题P1和

P2,也能通过重复调用近似求解问题P3。在后续讨论中,除非特别说明,e总是表示树图上任意给定的边,端点

为节点va 和vb(a<b),x(对应机器位置)总是表示e上任意一点(包括va 和vb)。为方便起见,若max
ξk∈S

{C(k)
max(π,

x)+D(k)}在所有排序中是最小的,则称排序π 为最优排序(相对于位置x,下同),也称max
ξk∈S

{C(k)
max(π,x)+D(k)}

为最优值;若Jj 是π中最后1个恰好在它到达时间r(k)
j (x)开始加工的工件(这意味着在场景ξk 下π的时间表长

C(k)
max(π,x)等于r(k)

j (x)与π 中Jj 及后面的所有工件的总加工时间之和),则称Jj 为π 在场景ξk 下相对于位置x
的关键工件;若场景ξu∈S 满足C(u)

max(π,x)+D
(u)=max

ξk∈S
{C(k)

max(π,x)+D(k)},则称ξu 是π的一个相对于位置x 的

最坏场景。另外,对任意的x∈T,j∈{1,2,…,n},用ξk(j,x)表示工件Jj 相对于位置x 的关键场景。在此场景下,

r(k(j,x))
j (x)+D(k(j,x))的值是在各种场景下最大的,即:

r(k(j,x))
j (x)+D(k(j,x))=max

ξk∈S
{r(k)

j (x)+D(k)}。 (3)

引理1 假设π*为按数值r(k(1,x))
j (x)+D(k(1,x)),r(k(2,x))

j (x)+D(k(2,x)),…,r(k(n,x))
j (x)+D(k(n,x))的非减顺

序排列工件得到的排序,则π*是一个相对于位置x 的最优排序。
证明 令π 是一个任意排序。假设ξu∈S 是π*的一个最坏场景,Jj*是π*在场景ξu 下(相对于位置x,下

同)的关键工件,且Jj*在π*中排在第v 个位置。由上述假设可知:

C(u)
max(π*,x)+D(u)=max

ξk∈S
{C(k)

max(π*,x)+D(k)}, (4)

C(u)
max(π*,x)=r(u)

j*
(x)+ ∑

v≤j≤n
pπ*

(j)。 (5)

比较排序π 与π*,可能出现以下2种情形。
情形1,π*中排在Jj*后面的所有工件在π 中依旧排在Jj*的后面。则在场景ξu 下π 的时间表长满足:

C(u)
max(π,x)≥r(u)

j*
(x)+ ∑

v≤j≤n
pπ*

(j)。 (6)

由式(4)~(6)可推出:

max
ξk∈S

{C(k)
max(π,x)+D(k)}≥C(u)

max(π,x)+D(u)≥C(u)
max(π*,x)+D(u)=max

ξk∈S
{C(k)

max(π*,x)+D(k)}。

再由π 的任意性可知,π*是一个最优排序。
情形2,存在工件在π*中排在Jj*后面,而在π 中排在Jj*的前面。假设Jl 是这些工件中在π 中排得最靠

前的工件,且Jl 在π 中排在第v'个位置。这说明π*中Jj*及后面的工件在π 中排在Jl 的位置或后面。因而,
在Jl 的关键场景ξk(l,x)下π 的时间表长满足:

C(k(l,x))
max (π,x)≥r(k(l,x))

l (x)+ ∑
v'≤j≤n

pπ(j)≥r(k(l,x))
l (x)+ ∑

v≤j≤n
pπ*(j)

。

进而得:

C(k(l,x))
max (π,x)+D(k(l,x))≥r(k(l,x))

l (x)+ ∑
v≤j≤n

pπ*(j)+D(k(l,x))。 (7)

由于在π*中工件按r(k(1,x))
j (x)+D(k(1,x)),r(k(2,x))

j (x)+D(k(2,x)),…,r(k(n,x))
j (x)+D(k(n,x))的非减顺序排序且Jl
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在Jj*前面,故:

r(k(l,x))
l (x)+D(k(l,x))≥r(k(j*,x))

j*
(x)+D(k(j*,x))。 (8)

又由工件Jj*的关键场景ξk(j*,x)
的定义可知:

r(k(j*,x))

j*
(x)+D(k(j*,x))=max

ξk∈S
{r(k)

j*
(x)+D(k)}≥r(u)

j*
(x)+D(u)。 (9)

综合式(4)、(5)、(7)~(9)得:

max
ξk∈S

{C(k)
max(π,x)+D(k)}≥C(k(l,x))

max (π,x)+D(k(l,x))≥r(k(l,x))
l (x)+ ∑

v≤j≤n
pπ*(j)+D(k(l,x))≥

r(k(j*,x))

j*
(x)+ ∑

v≤j≤n
pπ*(j)+D(k(j*,x))≥r(u)

j*
(x)+ ∑

v≤j≤n
pπ*(j)+D(u)=

C(u)
max(π*,x)+D(u)=

 

max
ξk∈S

{C(k)
max(π*,x)+D(k)}。

再由π 的任意性可知,π*是一个最优排序。 证毕

记Rj(x)=r
(k(j,x))
j (x)+D(k(j,x)),∀j∈{1,2,…,n}。用π*(x)表示按R1(x),R2(x),…,Rn(x)的值非减

的顺序排列工件得到的排序。根据引理1,π*(x)是一个相对于位置x 的最优排序。由式(1)~(3)可观察出,

Rj(x)有如下性质。

引理2 ∀j∈{1,2,…,n},k∈{1,2,…,m},r(k)
j (x)+D(k)是关于x 的线性函数,斜率为

l(k)
e

τj
或-

l(k)
e

τj
;

Rj(x)是关于x 的分段线性函数。
由式(3)可知,∀j∈{1,2,…,n},可以通过求解至多m(m-1)/2个方程

r(k)
j (x)+D(k)=r(k')

j (x)+D(k')(∀k,k'∈{1,2,…,m})
来确定Rj(x)的线性分割点。事实上,按这种方式得到的点集(由所有可能的方程的解构成的集合)包含了

Rj(x)的所有线性分割点,也可能有一些点并不是Rj(x)的线性分割点。但是,这对后续讨论没有影响。为方

便起见,按上述方式得到的所有点均称作边e的一级分割点,也将点x=0和点x=1视为e的一级分割点。令

α和α'(α<α')为e的任意2个相邻的一级分割点。由引理2可知,Rj(x)也有下面的性质。
引理3 ∀j∈{1,2,…,n},当x∈[α,α']时,Rj(x)是关于x 的线性函数。
尽管引理3说明了当x∈[α,α']时,Rj(x)是关于x 的线性函数,但是,∀j,j'∈{1,2,…,n},Rj(x)与

Rj'(x)之间的大小关系,即Rj(x)>Rj'(x)或Rj(x)≤Rj'(x)Rj(x)≤Rj'(x),可能随位置x 的变化而有差异。
为此,∀j,j'∈{1,2,…,n},需计算Rj(x)与Rj'(x)在x∈[α,α']上的可能交点。为方便起见,称这些所有可能

交点为边e的二级分割点,也将α和α'视为e的二级分割点。令β和β'(β<β')视为e在区间[α,α']内任意2个

相邻的二级分割点。由引理1~引理3可知,下面的引理也成立。
引理4 ∀j,j'∈{1,2,…,n},当x∈[β,β']时,Rj(x)>Rj'(x)或Rj(x)<Rj'(x)恒成立。因而,相对于任

意位置x∈[β,β']的最优排序π*(x)是相同的。
在接下来的讨论中,将关于位置x∈[β,β']的最优排序π*(x)简记为π*。下一步,关注π*在最坏场景下的

目标值max
ξk∈S

{C(k)
max(π*,x)+D(k)}。

引理5 max
ξk∈S

{C(k)
max(π*,x)+D(k)}=max

1≤j≤n
{Rj(x)+P(j,π*)}。其中,P(j,π*)表示π*中Jj 及后面的所

有工件的总加工时间。
证明 假设ξu∈S 是π*相对于位置x∈[β,β']的一个最坏场景,Jj*

是π*在场景ξu 下相对于位置x 的关

键工件。则有:

C(u)
max(π*,x)+D(u)=max

ξk∈S
{C(k)

max(π*,x)+D(k)}, (10)

C(u)
max(π*,x)=r(u)

j*
(x)+P(j*,π*)。 (11)

断言:工件Jj*
在场景ξu 下相对于位置x 的到达时间r(u)

j*
(x)满足r(u)

j*
(x)+D(u)=max

ξk∈S
{r(k)

j*
(x)+D(k)}。

假设r(u)

j*
(x)+D(u)<max

ξk∈S
{r(k)

j*
(x)+D(k)},则存在某个场景ξu'∈S 使得在此场景下Jj*

相对于位置x 的到

达时间r(u')

j*
(x)满足r(u')

j*
(x)+D(u')>r(u)

j*
(x)+D(u)。由式(10)和式(11)可知,π*在场景ξu'下相对于位置x 的
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目标值C(u')
max(π*,x)+D(u')满足:

C(u')
max(π*,x)+D(u')≥r(u')

j*
(x)+P(j*,π*)+D(u')>r(u)

j*
(x)+P(j*,π*)+D(u)=C(u)

max(π*,x)+D(u)。

这与假设ξu 是π*相对于位置x∈(β,β')的一个最坏场景相矛盾。
由断言、式(3)和记号Rj*

(x)的含义可知:

r(u)

j*
(x)+D(u)=r(k(j*,x))

j*
(x)+D(k(j*,x))。 (12)

综合式(10)~(12)可得:

max
ξk∈S

{C(k)
max(π*,x)+D(k)}=r(u)

j*
(x)+D(u)+P(j*,π*)=Rj*

(x)+P(j*,π*)。 (13)

注意,在关键场景ξk(j,x)下相对于位置x,每个工件Jj 的到达时间r(k(j,x))
j (x)和排序π* 的时间表长

C(k(j,x))
max (π*,x)满足:

C(k(j,x))
max (π*,x)≥r(k(j,x))

j (x)+P(j,π*)。
进而有:

max
ξk∈S

{C(k)
max(π*,x)+D(k)}≥r(k(j,x))

j (x)+P(j,π*)+D(k(j,x))=Rj(x)+P(j,π*)。 (14)

其中:最后的等式成立是因为Rj(x)=r
(k(j,x))
j (x)+D(k(j,x))。再由式(13)和式(14)可知:

max
ξk∈S

{C(k)
max(π*,x)+D(k)}=max

1≤j≤n
{Rj(x)+P(j,π*)}。 证毕

记F(x)=max
1≤j≤n

{Rj(x)+P(j,π*)}。根据引理5,F(x)是排序π*在最坏场景下相对于位置x∈(β,β')的

目标值。又由引理3可知Rj(x)是关于x∈(β,β')的线性函数,且对于最优排序π*和任意给定的j∈{1,2,…,

n},P(j,π*)是常数。因而,F(x)有如下性质。
引理6 当x∈[β,β']时,F(x)是关于x 的分段线性函数。
进一步,可通过求解至多n(n-1)/2个方程Rj(x)+P(j,π*)=Rj'(x)+P(j',π*)(∀j,j'∈{1,2,…,n})

确定F(x)在区间[β,β']上的线性分割点。事实上,按这种方式得到的点集包含了F(x)在区间[β,β']上所有线

性分割点,也可能有一些点不是F(x)的线性分割点。但是,这依旧不影响后续讨论。为方便起见,称这些得到

的所有点均为边e的三级分割点,也将β和β'视为e的三级分割点。令γ 和γ'(γ<γ')为e上任意2个相邻的三

级分割点。根据引理6,F(x)也有下面的性质。
引理7 当x∈[γ,γ']时,F(x)是关于x的线性函数。因而,F(x)在区间[γ,γ']上的最小值可以由min{F(γ),

F(γ')}给定。
基于上面的讨论,可对RSAB问题给出如下算法。
算法1 第1步,计算树图T 上任意一对节点在各个场景下的最短路径长度。
第2步,对每条边e∈E,执行以下操作:
第2.1步,通过求解方程r(k)

j (x)+D(k)=r(k')
j (x)+D(k'),∀k,k'∈{1,2,…,m},j∈{1,2,…,n},确定边e

的一级分割点。
第2.2步,对边e上的每对相邻的一级分割点α和α'(α<α'),通过求解方程Rj(x)=Rj'(x),x∈[α,α'],

∀j,j'∈{1,2,…,n},确定e的二级分割点。
第2.3步,对边e上的每对相邻的二级分割点β和β'(β<β'),执行以下操作:

1)
 

在区间(β,β')中任取一点x,按R1(x),R2(x),…,Rn(x)的值非减的顺序排列工件,确定相对于区间[β,

β']上任意位置的相同的最优排序π*;

2)
 

通过求解方程Rj(x)+P(j,π*)=Rj'(x)+P(j',π*),x∈[β,β'],∀j,j'∈{1,2,…,n},确定e的三级

分割点。
第2.4步,对边e上的每对相邻的三级分割点γ和γ'(γ<γ'),计算F(x)在区间[γ,γ']上的最小值min{F(γ),

F(γ')},并记录对应的机器位置。
第3步,比较所有边上任意相邻的三级分割点γ 和γ'的由上一步得到的 min{F(γ),F(γ')},确定最小值,

并输出最优的机器位置、最优排序和最优目标值。
用下面的实例解释算法1的执行过程:有6个工件J1,J2,J3,J4,J5,J6;2个场景ξ1,ξ2;场景偏差D(1)=

2.8,D(2)=3.5;树图T(如图1)有6个节点v1,v2,v3,v4,v5,v6 和5条边e1,e2,e3,e4,e5;每个工件Jj 的初始
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位置在节点vj。其他参数值见表1。

图1 有6个节点和5条边的树图

Fig.1 A
 

tree
 

graph
 

with
 

six
 

nodes
 

and
 

five
 

edges

表1 其他参数值

Tab.1 Other
 

parameter
 

values

参数类型 参数名称 参数值

工件

加工时间 p1=2,p2=4,p3=3,p4=5,p5=4,p6=1

运输起始时间 s1=1,s2=0,s3=2,s4=2,s5=1,s6=0

运输速度 τ1=1,τ2=2,τ3=1,τ4=2,τ5=4,τ6=2

边长度
场景ξ1 l(1)

e1
=4,l(1)

e2
=7,l(1)

e3
=4,l(1)

e4
=6,l(1)

e5
=6

场景ξ2 l(2)
e1
=2,l(2)

e2
=5,l(2)

e3
=8,l(1)

e4
=3,l(2)

e5
=1

任意2个节点间的距离

场景ξ1

d(1)(v1,v2)=11,d
(1)(v1,v3)=4,d

(1)(v1,v4)=8,d
(1)(v1,v5)=13,

d(1)(v1,v6)=14,d
(1)(v2,v3)=7,d

(1)(v2,v4)=11,d
(1)(v2,v5)=16,

d(1)(v2,v6)=17,d
(1)(v3,v4)=4,d

(1)(v3,v5)=9,d
(1)(v3,v6)=10,

d(1)(v4,v5)=6,d
(1)(v4,v6)=6,d

(1)(v5,v6)=11。

场景ξ2

d(2)(v1,v2)=7,d
(2)(v1,v3)=2,d

(2)(v1,v4)=10,d
(2)(v1,v5)=11,

d(2)(v1,v6)=13,d
(2)(v2,v3)=5,d

(2)(v2,v4)=13,d
(2)(v2,v5)=14,

d(2)(v2,v6)=16,d
(2)(v3,v4)=8,d

(2)(v3,v5)=9,d
(2)(v3,v6)=11,

d(2)(v4,v5)=1,d
(2)(v4,v6)=3,d

(2)(v5,v6)=4。

为减少冗余,下面只列出算法1在执行时对边e3 的迭代过程。

1)
 

一级分割

一级分割点:α1=0,α2=0.35,α3=0.65,α4=1。
函数Rj(x):R1(x)=2x+4.5(0≤x<0.35)

 

和
 

R1(x)=4x+3.8(0.35≤x≤1);

R2(x)=-2x+8.3(0≤x≤1);R4(x)=-x+10.5(0≤x≤1);

R3(x)=-4x+8.8(0≤x≤0.65)和R3(x)=-2x+7.5(0.65≤x≤1);

R5(x)=-0.5x+7.25(0≤x≤1);R6(x)=-x+10(0≤x≤1)。

2)
 

二级分割

分割区间:[0,0.35],[0.35,0.65],[0.65,1]。
二级分割点:β1=0,β2=0.25,β3=0.95,β4=0.442

 

857,β5=0.625,β6=0.65,β7=0.7,β8=0.75,β9=
0.766

 

667,β10=1。

3)
 

三级分割

分割区间:[0,0.25],[0.25,0.3],[0.3,0.35],[0.35,0.442
 

857],[0.442
 

857,0.625],[0.625,0.65],
[0.65,0.7],[0.7,0.75],[0.75,0.766

 

667],[0.766
 

667,0.84],[0.84,1]。
三级分割点:γ1=0,γ2=0.25,γ3=0.3,γ4=0.35,γ5=0.442

 

857,γ6=0.625,γ7=0.65,γ8=0.7,γ9=
0.75,γ10=0.766

 

667,γ11=0.84,γ12=1。
每个子区间上的最优排序、最优机器位置和最优值:
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在[0,0.25]上:π*=(J1,J5,J2,J3,J6,J4),在x=0.25且Fmin=24.125;
在[0.25,0.3]上:π*=(J1,J5,J3,J2,J6,J4),在x=0.3且Fmin=24.1;
在[0.3,0.35]上:π*=(J1,J5,J3,J2,J6,J4),在x=0.3且Fmin=24.1;
在[0.35,0.442

 

857]上:π*=(J1,J5,J3,J2,J6,J4),在x=0.35且Fmin=24.2;
在[0.442

 

857,0.625]上:π*=(J1,J3,J5,J2,J6,J4),在x=0.442
 

857且Fmin=24.571
 

429;
在[0.625,0.65]上:π*=(J3,J1,J5,J2,J2,J6),在x=0.65且Fmin=25.2;
在[0.65,0.7]上:π*=(J3,J1,J5,J2,J6,J4),在x=0.7且Fmin=25.1;
在[0.7,0.75]上:π*=(J3,J1,J2,J5,J6,J4),在x=0.75且Fmin=25;
在[0.75,0.766

 

667]上:π*=(J3,J2,J1,J5,J6,J4),
 

在x=0.766
 

667且Fmin=24.966
 

667;
在[0.766

 

667,0.84]上:π*=(J3,J2,J5,J1,J6,J4),在x=0.84且Fmin=24.82;
在[0.84,1]上:π*=(J3,J2,J5,J1,J6,J4),在x=1,且Fmin=24.55。
对于e3,得最优排序:J6≺J5≺J4≺J2≺J3≺J1,最优机器位置:x=0.3,最优目标值:24.1。
定理1 算法1能够在O(m2n6)时间内求解RSAB问题。
证明 算法1的正确性由之前的讨论和执行过程来保证,这里只分析时间复杂性。
第1步需要O(mn2)时间。这是因为在每种场景下计算树图上所有节点对之间的最短路径需O(n2)时

间[13],且共有m 种场景。
在第2.1步中,需解nm(m-1)/2个方程,每个方程可在常数时间内求解,在每条边上至多可找到nm(m-1)/2个

一级分割点,共需O(nm2)时间。
在第2.2步中,每对相邻的一级分割点α和α'之间至多有n(n-1)/2个二级分割点,寻找任意2个一级分

割点之间的二级分割点需O(n2)时间。故确定每条边上所有的二级分割点共需O(m2n3)时间,且在每条边至多

找到O(m2n3)个二级分割点。
在第2.3步中,对每对相邻的二级分割点β和β',确定最优排序π*需O(nlog

 

n)时间,寻找二者之间的三级

分割点(至多有n(n-1)/2个)需花费O(n2)时间。故共需O(m2n5)时间且在每条边至多可找到O(m2n5)个三

级分割点。
第2.4步需O(m2n5)时间。因为需对每条边进行迭代,所以第2步总共需O(m3n6)时间。
第3步需O(m2n6)时间。
综上所述,算法1的时间复杂性是O(m2n6)。 证毕

注意到,当D(k)=0,∀k∈{1,2,…,m}时,问题RSAB即为本文研究的最大绝对鲁棒问题(P1)。因而,下面

的推论成立。
推论1 问题P1可在O(m2n6)时间内求解。
又注意到,当D(k)=-C(k),∀k∈{1,2,…,m},问题RSAB即为本文研究的最大遗憾问题(P2)。此时,需

提前计算在各个场景ξ1,ξ2,…,ξm 下的最优值C(1),C(2),…,C(m)。而当场景固定时,问题RSAB退化为树图上

最小化最大完工时间的SchLoc问题,利用Hamacher等人[3]给出的算法可在O(n3)时间内求解。因而,下面的

推论也成立。
推论2 问题P2可在O(m2n6)时间内求解。
对于最大相对遗憾问题(P3),可以由下面的引理容易观察出来。
引理8 对于问题P3的任意排序π 和任意位置x∈T,有:

max
ξk∈S

{(C(k)
max(π,x)-C

(k))/C(k)}≤λ,

当且仅当max
ξk∈S

{C(k)
max(π,x)-(1+λ)C

(k)}≤0。其中:λ是给定常数。

注意,对任意的λ>0,若令D(k)=-(1+λ)C(k),∀k∈{1,2,…,m},并对问题RSAB运行算法1,则由定理1可

知,得到的解能够最小化max
ξk∈S

{C(k)
max(π,x)-(1+λ)C

(k)}。从而,结合引理8,可对问题P3设计多项式时间近似

方案。主要思想是采用二元搜索策略,逐渐减小可行的λ取值,并重复调用算法1。
为此,首先需建立关于问题P3的最优值(即最大相对遗憾的最小值)的上界。明显地,在任意场景ξk 下的

最大完工时间的最优值C(k)满足:
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C(k)≥ min
1≤j≤n,x∈T

r(k)
j (x)+ ∑

1≤j≤n
pj,

对任意排序π 和任意位置x∈T,在场景ξk 下π 的时间表满足:

C(k)
max(π,x)≤ max

1≤j≤n,x∈T
r(k)

j (x)+ ∑
1≤j≤n

pj。

注意,对于给定的树图和场景ξk,上面2个式子中的 min
1≤j≤n,x∈T

r(k)
j (x)和 max

1≤j≤n,x∈T
r(k)

j (x)(分别简记为Δ 和

Δ(k))均为常数,并且实际上前者等于 min
1≤j≤n,x∈T

sj,后者等于 max
1≤i,j≤n

{sj+d
(k)(vi,vj)/τj}。因而,有:

0≤
C(k)
max(π,x)-C

(k)

C(k) ≤
max

1≤j≤n,x∈T
r(k)

j (x)- min
1≤j≤n,x∈T

r(k)
j (x)

min
1≤j≤n,x∈T

r(k)
j (x)+ ∑

1≤j≤n
pj

=
Δ(k)-Δ

Δ+ ∑
1≤j≤n

pj

。

进而可推出:

0≤ min
x∈T,π∈Π

max
ξk∈S

C(k)
max(π,x)-C

(k)

C(k)    ≤maxξk∈S

Δ(k)-Δ
Δ+ ∑

1≤j≤n
pj  。

令ε为任意给定的常数且0<ε<1。对问题P3,可设计如下的多项式时间近似方案。
算法2 P3的多项式时间近似方案。

L∶=0;

R∶=max
ξk∈S

Δ(k)-Δ
Δ+ ∑

1≤j≤n
pj  ;

While
 

R>(1+ε)L,do
 λ∶=(L+R)/2;
 For

 

k=1,2,…,m,do
   D(k)=-(1+λ)C(k);

   运行算法1于对应的问题RASB,得到最优解(π*,x*);

   If
 

max
ξk∈S

{C(k)
max(π*,x*)-(1+λ)C(k)}≤0,then

    R∶=λ;
   Else
    L∶=λ;
Return

 

最优解(π*,x*)
定理2 算法2是求解问题P3的多项式时间近似方案,所需时间为O(m2n6log(1/ε))。
证明 假设算法2终止时参数L 和R 的值分别为L*和R*。由算法2的执行过程可知:

L*≤max
ξk∈S

C(k)
max(π*,x*)-C(k)

C(k)  ≤R*
 

和
 

R*≤(1+ε)L*。

注意到,在算法2的整个搜索过程中,L 始终是问题P3的最优目标值的下界,即:

min
x∈T,π∈Π

max
ξk∈S

C(k)
max(π,x)-C

(k)

C(k)    ≥L*。

因而,可推出:

max
ξk∈S

C(k)
max(π*,x*)-C(k)

C(k)  ≤R*≤(1+ε)L*≤(1+ε)min
x∈T,π∈Π

max
ξk∈S

C(k)
max(π,x)-C

(k)

C(k)    。
这说明(π*,x*)是问题P3的(1+ε)-近似解。另外,算法2至多进行O(log(1/ε))次迭代,而每次迭代需调用

1次算法1。结合定理1可知,算法2的时间复杂性是O(m2n6log(1/ε))。 证毕

3 结论

本文研究了树图上边长度有不确定性的SchLoc问题,分别对P1和P2给出了多项式时间算法,对P3设计

了多项式时间近似方案,并通过实例说明了所设计算法的执行过程和有效性。在未来研究中,拟考虑以下2个

问题:
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1)
 

问题P3是否是多项式时间可解的?
2)

 

问题P1和问题P2的随机形式(即最小化各种场景下最大完工时间和最大遗憾的期望值)是否也是多项

式时间可解的?
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Single
 

Machine
 

Scheduling
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Location
 

Problem
 

on
 

a
 

Tree
 

Graph
 

with
 

Uncertain
 

Edge
 

Lengths
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Beining,
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Zhichao
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Zhengzhou
 

University,
 

Zhengzhou
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China)

Abstract:
 

This
 

paper
 

studies
 

the
 

integrated
 

problem
 

of
 

single
 

machine
 

scheduling
 

and
 

location
 

on
 

a
 

tree
 

graph,
 

where
 

the
 

processing
 

times
 

of
 

jobs,
 

transportation
 

starting
 

times,
 

and
 

the
 

transportation
 

speeds
 

of
 

jobs
 

are
 

given;
 

the
 

vertices
 

and
 

edges
 

of
 

the
 

tree
 

graph
 

are
 

also
 

given,
 

but
 

the
 

edge
 

lengths
 

are
 

uncertain
 

and
 

their
 

values
 

depend
 

on
 

a
 

finite
 

set
 

of
 

discrete
 

scenarios.
 

The
 

placement
 

of
 

the
 

machine
 

and
 

the
 

processing
 

sequence
 

of
 

jobs
 

need
 

to
 

be
 

determined
 

by
 

decision-making;
 

jobs
 

need
 

to
 

be
 

transported
 

to
 

the
 

machine
 

location
 

before
 

processing.
 

The
 

scheduling
 

criterion
 

of
 

interest
 

is
 

the
 

maximum
 

completion
 

time
 

(or
 

makespan)
 

of
 

jobs.
 

Using
 

robust
 

optimization
 

methods,
 

polynomial-time
 

algorithms
 

are
 

provided
 

for
 

the
 

maximum
 

absolute
 

robust
 

problem
 

and
 

the
 

maximum
 

regret
 

problem
 

respectively;
 

for
 

the
 

maximum
 

relative
 

regret
 

problem,
 

a
 

fully
 

polynomial-time
 

approximation
 

scheme
 

is
 

designed.
 

Finally,
 

numericals
 

examples
 

are
 

given
 

to
 

illustrate
 

the
 

execution
 

process
 

and
 

effectiveness
 

of
 

the
 

proposed
 

algorithms.
Keywords:

 

scheduling
 

and
 

location
 

problem;
 

multiple
 

scenarios;
 

robust
 

optimization;
 

maximum
 

completion
 

time;
 

tree
 

graph;
 

uncertain
 

edge
 

lengths
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