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摘要：本文在一般向量优化问题的目标空间中研究几种真有效点的锥刻画。设 ! 是偏序局部凸 I’-<J,.11 拓扑向量

空间，!!为其拓扑对偶空间，" 是空间 ! 的序锥，# 是 ! 中的一个凸子集，点 $"#。首先，笔者用切向锥 %#（$）与负

序锥 K " 或 K " { }L # 间的位置关系式来给出 $ 是 # 的 M;/<,/ 真有效点（超有效点、强有效点和两种严有效点）的充

分必要条件；利用这些结果，得到了这几种真有效点概念等价的一个充分条件。然后，在对偶空间 !!中，用法向锥

&#（$）与锥 " K ’或 K 6/=（" K ）间的位置关系式来给出 $ 是 # 的 M;/<,/ 真有效点（强有效点）的充分必要条件。
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! ! 本世纪初，P’6<’ &6;==6/ 和 &’.Q, & &RQ;0R 在文献［$］中研究了向量优化问题的弱有效点、有效点及真

有效点的锥刻画，他们将一个点是弱有效点、有效点及真有效点的充分必要条件表述为两个特定的锥的交集

满足某一关系式。这种用几何性质来刻画向量优化问题的不同意义的最优性的方法受到一些运筹学工作者

的重视。在国内，有黄龙光和刘三阳的文献［"］及李月鲜和戎卫东的文献［*］。前者是将文献［$］的主要结

果推广到局部凸 I’-<J,.11 空间；后者则用这一方法研究了带不等式约束的非光滑向量优化问题。有效解的

锥刻画本质上是回归到它们的几何特征，有可能是最优性条件研究的一条新路径，值得展开进一步研究。

$ 概念和记号

设 ! 是局部凸 I’-<J,.11 拓扑向量空间，!!是 ! 的对偶空间。设集合 (#!，6/=( 和 ?0( 分别表示 ( 的内

部和闭包。集合 (#! 称为是凸的，如果$!"（#，$），!( S（$ K !）(#(。集合 "#! 称为是一个锥，如果

$)%#，$*""，)*""。如果锥 " 还是凸集，则称 " 是凸锥。如果锥 " 满足 "&（ K "）T｛#｝，则称 " 是点

锥。?,/;( T｛)+U )%#，+"(｝T’)%#)( 表示集合 ( 的锥包。当锥 " 的凸子集 " 满足 " T ?,/;" 和 #(?0"
时，则称 " 是锥 " 的一个基。

定义 $［N］! 集合 (#! 的几种对偶锥定义如下

$）负对偶锥：( K {T #"!! #（+）)#，$+" }( ；

"）正对偶锥：( S {T #"!! #（+）%#，$+" }( ；

*）严格负对偶锥：( K ’ {T #"!! #（+）V #，$+"( { } }L # ；

N）严格正对偶锥：( S ’ {T #"!! #（+）W #，$+"( { } }L # 。

命题 $［%］! 对于凸锥 " 的基 "，基泛函集 ",- {T #"!!*- W #，#（$）%-，$$" }" 有性质：$）",-+,；

"）如果 " 还是有界基，则 ",- T 6/=（" S ）。

下面是本文要讨论的非空集合 ( 的几种有效点的定义。

定义 "［$，F.)］! 设 "#! 是锥，" 为锥 " 的一个基，(#! 是非空集合，$"(；用 /（#）和 &（#）分别表示空间

! 的零点邻域基和零点邻域族，则

$）集合 ( 关于锥 " 的有效点集是指 0（(，"） {T $"(（( K $）&（ K "） { } }T # ；
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!）集合 ! 关于锥 " 的弱有效点集是指 #$（!，"） {" %"!（! # %）&（ # $%& "）" }, ；

’）集合 ! 关于锥 " 的 ()%*+% 真有效点集是指

&#（!，"） {" %"! ,- ,+%)（! . " # %）&（ # "） { } }" /
0）集合 ! 关于锥 " 的超有效点集是指

’#（!，"） {" %"! $(")（/），**")（/），,- ,+%)（! # %）&（* # "）# }(
1）集合 ! 关于锥 " 的强有效点集是指

+#（!，"） {" %"! $!",!，**，("-（/），!（,- ,+%)（! # %）&（* # ,+%)（( ."））） }有界

2）集合 ! 关于基 " 的严有效点集是指

.#（!，"） {" %"! **")（/），,- ,+%)（! # %）&（* #"）" },
而集合 ! 关于锥 " 的严有效点集是指 .#（!，"）" {& .#（!，"）" 为锥 " }的基 ，换言之，%/".#（!，"）-
对于 " 的每一个基 "，都有 %/ " .#（!，"）。

注 34 由文献［5］知，超有效点集的定义等价于

’#（!，"） {" %"! $(")（/），**")（/），,+%)（! # %）&（* # "）# }(
又由文献［1］知，强有效点集的定义等价于

+#（!，"） {" %"! $!",!，**，("-（/），!（,+%)（! # %）&（* # ,+%)（( ."））） }有界

本文的主要结果需要用到集合的相依锥、法向锥和可行方向锥。

定义 ’［!］4 设集合 0#,（这里对 0 没有凸性要求），%"0，则

3）集合 0 在点 % 处的相依锥 10（%）是指

10（%） {" %", {* 2 }# ，2#./ . ； {* 3 }# #,，3#.3；$#，% . 2#3#" }0
!）集合 0 在点 % 处的法向锥 )0（%）是指 )0（%）" 10（%）# {" !",! 6 !（ 3）)/，$3"10（% }） ；

’）集合 0 在点 % 处的可行方向锥 .0（%）是指：.0（%） {" 3", *2 7 /，% . 23" }0 。

引理 3［8］4 若 4 和 " 是 , 中的闭凸锥，" 是具有局部紧基的点锥，且 4&" { }" / ，则有 " . 5&4 #+,。

! 关于凸集的几种真有效点的锥刻画

现在讨论非空凸集 0#, 的几种真有效点的锥刻画。可以指出：当 0 为凸集时，相依锥 10（%）与切向锥

是一致的。因此，在这一节里，记号 10（%）就是凸集 0 在点 %"0 处的切向锥。此外，总假设 "#, 为闭凸点

锥，且满足 $%&"+,。

引理 !［3/］4 设 %"0，0 是 , 的凸子集，则 10（%）" ,- ,+%)（0 # %）。

先用切向锥、后用法向锥来刻画凸集 0 的几种有效点。为了免去读者的查找，也使本文显得系统一些，

先叙述文献［!］中的两个定理。

定理 3［!］4 %"#（0，"）-%"0，.0（%）&（ # " { }9 / ）",。

定理 !［!］4 设 %"0，则 %"#$（0，"）-10（%）&（ $%&（ # "））",-.0（%）&（ $%&（ # "））",。

定理 ’4 设 "#, 具有局部紧基，则 %"&#（0，"）-10（%）&（ # " { }9 / ）",。

证明4 “/”：设 %"&#（0，"），由定义 ! 的 ’）有 ,- ,+%)（0 . " # %）&（ # "） { }" / ，故

,- ,+%)（0 . " # %）&（ # " { }9 / ）", （3）

由于 " 是点锥，故 0#0 . "，由此和引理 !，便有 10（%）" ,- ,+%)（0 # %）#,- ,+%)（0 . " # %）。由此式和（3）

式就得到 10（%）&（ # " { }9 / ）",。

“0”：由条件 10（%）&（ # " { }9 / ）",，并注意到 /"10（%）和 /" # "，则有 10（%）&（ # "） { }" / 。

因为 " 具有局部紧基，从而（ # "）也有局部紧基，对 10（%）和（ # "）使用引理 3 得到（ # "）. 5&（10（%））#+
,。则*!",!，满足 !"（ # "）. 5&（10（%））# 。再由引理 !，有 !"（ # "）. 5&（,- ,+%)（0 # %））# 。由定

义 3 的 3）和 0）表明

$6/ " # "，$7/",- ,+%)（0 # %），!（6/）7 /%!（7/） （!）

可以指出，对任意固定的 3",- ,+%)（0 ." # %）和上述的 !",!，必有 !（3）)/。事实上，3",- ,+%)（0 ." # %）等
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{价于存在网 ! }! !""#!"#$（" %# & !），满足’()
!
!! * $。进一步，对任意固定的 !""，因 !!"!"#$（" %# & !），故存

在 %!%+，&!""，’!"#，满足 !! * %!（&! % ’! & !）。因 #"(!是连续线性泛函，且 %!（&! & !）"!"#$（" & !），

%! ’!"#，据此和（,）式有

#（$）* #（’()
!

!!）* ’()
!
#（!!）* ’()

!
#（%!（&! & !）&（ & %!’!））* ’()

!
#（%!（&! & !））& ’()

!
#（ & %!’!）)+（-）

若能证明 !’ !"#$（" % # & !）&（ & #） { }* + ，则完成 !")*（"，#）的证明。因为 +"!’ !"#$（" % # & !）&
（ & #），则假设*1!++，1!"!’ !"#$（" % # & !）&（ & #）。由 1!"!’ !"#$（" % # & !）&（ & #）和（-）式，有

#（1!）)+。又由 1!++ 且 1!" & #，并注意到 #"（ & #）% +，由定义 . 的 /），又有 #（1!）0 +。这两者矛盾。证毕

定理 /1 设 # 具有有界基 $，则 !",*（"，#）-!""，-"（!）&（ & #） { }* + 。

证明1 “/”：注意到 +(!’$ 等价于存在凸的对称的 ."/（+），使得

（ &$）&,. *, （/）

由条件 !",*（"，#）和定义 , 的 /）知 !""，且对上述的 ."/（+），*0"/（+），使得 !’ !"#$（" & !）&（0 &
#）#.。由引理 ,，这就是

-"（!）&（0 & #）#. （2）

不妨假设 0#.（否则可用 0&."/（+）代替 0），则有（0 &$）&. *,。若其不然，即*$"0 & $，且有 $"
.，则*1"0#.，*%"$，*2".，满足 $ * 1 & % * 2。注意到 0#. 和 . 的对称性与凸性，由此得到 & % * 2 &
1". & 0#. & . * . % .#,.。由此得到 & %"（ &$）&,.，这与（/）式矛盾。由 $## 和（2）式，有 -"（!）&

（0 &$）#-"（!）&（0 & #）#.。将此式两端同时交（0 &$），并使用刚才的结果（0 &$）&. *,，有

-"（!）&（0 &$）#.&（0 &$）*, （3）

因为 -"（!）&（ & #）#-"（!）&（ & !"#$（$ & 0））， {且 }+ #-"（!）&（ & #），故为证明必要条件 -"（!）&
（ & #） { }* + ，只需证明 -"（!）&（ & !"#$（$ & 0））不含非零元。若其不然，即存在 $"( { }4 + ，满足 $"
-"（!）且 $" & !"#$（$ & 0），则由后者知：*%%+，*$3"$ & 0，$ * & %$3。由 $"( { }4 + 知：% 0 + 且 $3++"(，

于是有 ++ & $3 * $
% "-"（!）。综上，有 & $3"-"（!）&（0 &$），这与（3）式矛盾。

“0”：设 !""，-"（!）&（ & #） { }* + 。假设 !(,*（"，#），由注 . 知，*."/（+），$0"/（+），有

!"#$（" & !）&（0 & #）2.。由 0"/（+）的任意性，可取固定的有界零邻域 0。在此情况下，取 $4"!"#$（" & !）

&（0 5 4 & #），$4"!，但 $4(.。由$4"!"#$（" & !）#-"（ !），再由 $4"0 5 4 & # 知，*!4"0，*&4%+，

*%4"$，使得

$4 * !4 5 4 & &4%4"-"（!） （5）

由 $ 是 # 的有界基， {故集合 %4"$ 4" }! 是局部凸空间 ( 的有界集。因有界集的连续象是有界集，故对

任意固定的 #"(! { }4 + {， #（%4）"" %4"$，4" }! 是有界集，这样一来，实数序列｛#（%4）｝存在收敛子

序列。不妨假设 ’()
4.6

#（%）* #（%4），于是有 %4 .33
6

%。因为 $ 是局部凸空间 ( 的凸子集，故它的弱闭包 6 &

!’$ 与它的原闭包 !’$ 相等，从而得到 %"6 & !’$ * !’$。因 +(!’$，故 %++，且 %"!’$#!’ !"#$$ * #。现

{在证明 . 5 & }4 是有界集， {否则存在子列 . 5 &4 }
7

，. 5 &47
.6（7.6 ），因此有 &47

.+（7.6 ）。对应地，

{

对于

$ }4 {的子列 $4 }
7

，$47 * !47
5 47 & &47

%47.+。这将导致：对充分大的 7，有 $47".，这同$4"!，$4(. 矛盾。刚

才的收敛式用到 0 和 $ 有界及文献［..］命题“对于拓扑线性空间 ( 中有界集内的任意序列｛!4｝，若实（复）

{数序列 ! }4 满足 !4.+，则 ’()
4.6

!4!4 * +”。于是，由（5） {式和 . 5 & }4 有界，并再次使用文献［..］的命题，有

$4 5 &4 *（. 5 4）（. 5 &4）!4 & %4 .33
6

& %"6 & !’-"（!）* !’-"（!）* -"（!）

综上，得到 ++ & %"-"（!）&（ & #），这与条件矛盾。 证毕

定理 21 设 $ 是 # 的有界基，则 !"8*（"，#）-!""，-"（!）&（ & # { }4 + ）*,。

证明1 “/”：设 !"8*（"，#），则由定义 , 的 2）知，$#"(!，*0，."9（+），使得实数集 #（!’ !"#$（" & !）&
（0 & !"#$（. %$）））有界。假设 -"（!）&（ & # { }4 + ）+,，则存在 $+"-"（!）&（ & # { }4 + ）。由 -"（!）和

（ & #）均为非空锥，故$4"!，有 4$+"-"（ !）&（ & # { }4 + ）。由 0，."9（+）和# * !"#$$ 容易推出
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! ! { }" # #" ! $%&’（# (!）；由引理 )，得到 $%#"$* $%&’（& ! ’）&（" ! $%&’（# (!））。注意到 %#" ! ! { }" # ，

则*4""(!，使得4"（ %#）+#，不妨设 4"（ %#）+ #，于是得到

$4"（ %#）,4"（$%#）"4"（$* $%&’（& ! ’）&（" ! $%&’（# (!）））

由此可见，4"（$* $%&’（& ! ’）&（" ! $%&’（# (!）））是无界集，这与条件矛盾。因此 )&（’）&（ ! ! { }" # ）,
,。

“0”：由条件 ’"&，)&（ ’）&（ ! ! { }" # ）,,和 ! 是 ! 的基，从而有 !#!，且 #(!，故 )&（ ’）&
（ !!）#)&（’）&（ ! ! { }" # ）,,。由此式推出：*##"*（#），（)&（’）( ## ）&（ ! ! ( ## ）,,。不妨将

此式中的 ## 取为对称的，即 ! ## , ##，则此式可改写成

（)&（’）( ##）&（ !（! ( ##））,, （-）

现在用反证法证明：$""(!，*"，#"*（#），使得 "（$%&’（& ! ’）&（" ! $%&’（# (!）））是有界集。再由注 .
知 ’"+,（&，!），从而完成证明。反证：假设存在4""(!，对任意固定的 "，#"*（#），实数集 4"（$%&’（& ! ’）&

（" ! $%&’（# (!）））无界。于是， {存在点列 ’ }$ #$%&’（& ! ’）&（" ! $%&’（# ( !）），使得 4"（’$） ./。由

’$"" ! $%&’（# (!）知，*-$""，使得 ’$ ! -$" ! $%&’（# (!）。注意到 $%&’（# (!）是锥，故

*.$%#，.$（’$ ! -$）" !（# (!） （0）

由 "，#"*（#）的任意性，可取 " , #，且可要求它们还是对称有界零邻域基中的基元。从而 !（# ( !）是 (
中的有界集。在拓扑向量空间中，有界集的连续象是有界集，因此，4"（# ( !）是有界集，于是由（0）式知，

4"（ .$（’$ ! -$））, .$（4"（’$）!4"（-$））的全体是 ! 中的有界集。换言之，

*/ + #，.$ 4"（’$）!4"（-$） )/ （.#）

因为 -$""，" 是有界集，故 4"（-$）的全体是有界集。综上有

4"（’$）!4"（-$） % 4"（’$） ! 4"（-$） ./（当 $./ ）

由此和（.#）式知，（0）式中的 .$5#。因此对于充分大的 $""，总有 #).$).。由此推出 ! .$-$" ! .$ "#
! " , ! # , #，从而有 .$（’$ ! -$）, .$’$ ! .$-$"$%&’（& ! ’）( #。据此和（0）式立刻有（$%&’（& ! ’）( #）&

（ !（# (!））+,，更有（)&（’）( #）&（ !（# (!））+,。由 #"*（#）的取法看到，这同（-）式矛盾。 证毕

先给出下面的关于基 ! 的严有效点的锥刻画结果，然后由此得到关于锥 ! 的严有效点的锥刻画结果。

定理 12 设 ! 是 ! 的有界基，则 ’"0,（&，!）-’"&，)&（’）&（ ! !） { }, # 。

证明2 “/”：设 ’"0,（&，!），则由定义 ) 的 1）知，’"&，且*""1（#），$* $%&’（& ! ’）&（" ! !）,
,。由引理 )，这又等价于

*""1（#），)&（’）&（" !!）,, （..）

据此可以证明 )&（’）&（ ! $%&’（! ! "）） { }, # 。反证：假设存在非零的 %")&（’）&（ ! $%&’（! ! "）），则

由 %" ! $%&’（! ! "）知，*.%#，*%2"" !!，使得 % , .%2。因 %+#，故只有 . + #。于是 #+%2 , % 3 .")&（’），

因此 %2")&（’）&（" ! !），这与（..）式矛盾。最后，由刚才的结果和 #" ! !# ! $%&’（! ! -）， {有 }# #
)&（’）&（ ! !）#)&（’）&（ ! $%&’（! ! "）） { }, # 。此即 )&（’）&（ ! !） { }, # 。

“0”：设 ’"&，)&（’）&（ ! !） { }, # 。假设 ’(0,（&，!），由定义 ) 的 1）知，$""1（#），$* $%&’（& !
’）&（" !!）+,。由引理 )，这等价于$""1（#），)&（’）&（" ! !）+,。由 ""1（#）的任意性，可取固

定的有界零邻域 "。在此情况下，取 4$")&（’）&（" 3 $ !!），$""。这表明，*’$""，*#$"!，满足

4$ , ’$ 3 $ ! #$")&（’） （.)）

由 ! 是 ! 的有界基， {故集合 #$"! $" }" 是局部凸空间 ( 的有界集。因有界集的连续象是有界集，

故对任意固定的 ""(!， {实数集 "（#$）"! #$"!，$" }" 有界。于是， {实数序列 "（#$ }） 存在收敛子序

列。不妨假设 *34
$./

"（#$）, "（#），于是有 #$ .33
5

#。同定理 5 证明中的理由，这表明 #"$*!。因 #($*!，故

#+#，且 #"$*!#$* $%&’! , !。 {对拓扑线性空间的有界集中的任意序列 ’ }$ ，必有 *34
$./

’$ 3 $ , #。注意到

""1（#）有界，由（.)）式和上一步的结论，立刻有 4$ .33
5

! #"$*)&（ ’）, )&（ ’）。综上，得到 #+ ! #"
)&（’）&（ ! !），这与条件矛盾。 证毕
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引理 !" 设 !#"，! 是 # 的任一有界基，则有 $%（!，#）# $%（!，!）。

证明" 在文献［$%］的定理 %& $ 中令 " # & 即可。 证毕

注 %" 实际上，当空间 " 是赋范空间时，引理 ! 就是文献［’］的引理 %。

现在，由定理 ’，并借助于引理 !，很轻易地得到关于锥 # 的严有效点的锥刻画结果。

推论 $" 设 ! 是 # 的有界基，则 ’"$%（!，#）-’"!，(!（’）&（ ( #） { }# & 。

证明" 由 ! 是有界的，则由引理 ! 可以得到 $%（!，#）# $%（!，!），再由定理 ’ 知命题成立。 证毕

注 !" 由文献［$!］知，在拓扑线性空间 " 中，紧集必是有界集，以及 (!（’）&（ ( #） { }# & 等价于(!（’）&
（ ( # { }) & ）#,，则使用得到的结果知：当锥 # 存在紧基 ! 时，如下等式成立

)%（!，#）# $%（!，!）# $%（!，#）# *%（!，#）# +%（!，#）

而当锥 # 存在有界基 ! 时，只有 $%（!，!）# $%（!，#）# *%（!，#）# +%（!，#）。

由此可见，*+,-., 真有效点的存在性条件要比严有效点、强有效点和超有效点的存在性条件都强。

现在用法向锥刻画凸集 ! 的 *+,-., 真有效点和强有效点。

定理 /" 设 # 是具有局部紧基的闭凸点锥，则 ’ # )%（!，#）-’"!，,!（’）&# ( -+,。

证明" “/”：设 ’")%（!，#）。由 # 具有局部紧基以及定理 ! 知，(!（’）&（ ( # { }) & ）#,。由 &"
( #，这等价于 (!（’）&（ ( #） { }# & 。注意到 (!（’）为闭凸锥；又由 # 为闭凸点锥且具有局部紧基知 ( #

也是这样。故由引理 $ 有（(!（’））(&（ ( #）0 -+,。由定义 ! 的 %）及（ ( #）0 - # # ( -，这等价于 ,!（’）&
# ( -+,。

“0”：设 ’"! 且 ,!（’）&（ ( #）0 -+,。任取 #",!（’）&（ ( #）0 -。若能证明 (!（’）&（ ( # { }) & ）

#,，则由定理 ! 得到 ’")%（!，#），于是完成证明。反证：假设 (!（’）&（ ( # { }) & ）+,，取 ."(!（’）&
（ ( # { }) & ）。由 #",!（’）和 ."(!（’）及定义 ! 的 %）知，#（ .）)&。又由 #"# ( - #（ ( #）0 -、." ( ! { }) &

和定义 $ 的 1）知，#（ .）2 &，这与刚才的不等式矛盾。故 (!（’）&（ ( # { }) & ）#,。 证毕

定理 3" 设 # 具有有界基，则 ’"+%（!，#）-’"!，,!（’）&4,5 # (+,。

证明" 由文献［6］知，’"+%（!，#）-（78 7.,+（! ( ’））0&!/0+,。由引理 % 和命题 $ 的 %），等价关系

的右端可化为（(!（’））0&4,5（# 0 ）+,。注意到 ,!（’）#（(!（’））( ，并经一些简单的变换就可得到本定

理的结论。 证毕

! 结论

本文在一般向量优化问题的目标空间中展开讨论。首先，笔者用切向锥 (!（’）与负序锥 ( # 或 # { }) &

间的位置关系式来给出 ’ 是 ! 的 *+,-., 真有效点（超有效点、强有效点和两种严有效点）的充分必要条件；

利用这些结果，得到了这几种真有效点概念等价的一个充分条件。然后，在对偶空间中，用法向锥 ,!（’）与

# ( -或 ( 4,5（# ( ）间的位置关系式来给出 ’ 是 ! 的 *+,-., 真有效点（强有效点）的充分必要条件。所有这些

结果都可以方便地应用到各类向量优化问题的最优性条件的研究中。本文是研究工作的第一部分成果，其

余的工作将陆续呈献出来。
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