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关于 !G预不变凸函数的 H.I.6.,I 型不等式
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摘要：本文得到了关于 !" 预不变凸函数的 C 个 H.I.6.,I 型不等式。首先通过推广 !" 凸函数的概念，定义了一类广义

凸函数 —!" 预不变凸函数。同时使用推导 !" 凸函数的 H.I.6.,I 不等式的类似方法，给出了 !" 预不变凸函数的

H.I.6.,I 型不等式，即设 # $［%，% & !（’，%）］"［#，J ）关于 ! 为不变凸集，(：##［#，J ）在 #$ 上为 !" 预不变凸函

数，%，’% #$ ，% ) % & !（’，%），则有 " !*$ ( "% & !（’，%）( )"
& $
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%
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! & $ ，其中上式第一个不

等式中的 ! 满足条件 ,：!（-，- & "!（+，-））$ * "!（+，-）；!（+，- & "!（+，-））$（$ * "）!（+，-），(+，-%!，"%［#，$］。最

后还得到了有关两个 !" 预不变凸函数乘积形式的 H.I.6.,I 型不等式。
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$ 预备知识

在不等式理论研究中，凸函数所发挥的作用是不可替代的。$MDC 年，H.I.6.,I 发表了他的关于凸函数

的著名不等式：设 (（+）是［%，’］上的凸函数，则有
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近年来，不少学者给出了（$）式的各种改进和推广［$"C］，同时提出了各种类型的凸函数，也给出了其它

类型凸函数的 H.I.6.,I 型不等式［*"E］。N94, 和 O+-I 引入了不变凸集和预不变凸函数［%］，它是一类重要的

广义凸函数。杨新民等研究了预不变凸函数的各种重要性质及其在最优化中的应用［M"D］。最近，5++, 给出了

预不变凸函数和对数 " 预不变凸函数的 H.I.6.,I 型不等式［$#］，即设 (：# $［%，% & !（’，%）］#（#，J）在 #$

（# 的内部）上为预不变凸函数，%，’% # $ ，% ) % & !（’，%），则有
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文献［$$］定义了 ." 预不变凸函数的概念，并得到了 ." 预不变凸函数的 H.I.6.,I 型不等式。

本文受到文献［E，$#］的启发，定义了一类 !" 预不变凸函数，并给出相应的 H.I.6.,I 型不等式，还得到

了有关两个 !" 预不变凸函数乘积形式的 H.I.6.,I 型不等式。本文的定理 $—C 推广了文献［L"E，$#］中相应

的结果。

" 相关定义

定义 $［%］! 称#)!/ 是关于!的不变凸集，若*!：!/ 0 !/#!/，对(+，-%#，"%［#，$］，有 - & "!（+，-）%
#。显然当 !（+，-）$ + * - 时，不变凸集 #) !/ 就退化为凸集。
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定义 !［"!#］$ 设 " 关于 ! 为不变凸集，#："#!，称 # 是关于 ! 的不变凸函数，若对($，%% "，"%［%，&］，

有 #（% & "!（$，%））& "#（$）&（& ’ "）#（%）。显然当 !（$，%）( $ ’ % 时，# 就退化为凸集 " 上的凸函数。

定义 ’［(］$ 称 #：［%，) ）#! 是 )! 凸函数，若对 ($，% %［%，) ），" %［%，&］和对某个 ) %（%，&］有

#（"$ &（& ’ "）%）& ") #（$）&（& ’ "）) #（%）。显然当 ) ( & 时，)! 凸函数就退化为定义在［%，) ）的凸函数。

定义 ($ 设 ""［%，) ）关于 ! 为不变凸集，称 #："#!是 )! 预不变凸函数，若对($，%% "，"%［%，&］

和对某个 )%（%，&］有 #（% & "!（$，%））& ") #（$）&（& ’ "）) #（%）。

显然当 !（$，%）( $ ’ % 时，)! 预不变凸函数就退化为 )! 凸函数；当 ) ( & 时，)! 预不变凸函数就退化为定

义在［%，) ）的预不变凸函数。

*+,-./0+ 和 10234,2+056 证明了如下关于 )! 凸函数的 7,8,/,+8 型不等式［9］。

定理 :［9］$ 设 #：［%，) ）#［%，) ）是 )! 凸函数，)%（%，&］且 *，+%［%，) ），* , +。若 #% -&［*，+］，则

! )’& # * & +( )!
& &

+ ’ *’
+

*
#（$）8$& #（*）& #（+）

) & & （’）

;0+/,50 等建立了有关凸函数和 )! 凸函数乘积形式的 7,8,/,+8 型不等式［<］。

定理 =［<］$ 设 #，.：［*，+］#［%，) ），*，+%［%，) ），* , +。若 # 是凸函数，. 是 )! 凸函数，)%（%，&］，则
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其中 /（*，+）( #（*）.（*）& #（+）.（+），0（*，+）( #（*）.（+）& #（+）.（*）。

’ 主要结果

定理 &$ 设 " (［*，* & !（+，*）］"［%，)）关于 ! 为不变凸集，#："#［%，) ）在 "$ 上为 )! 预不变凸函

数，*，+% " $ ，* , * & !（+，*），则有
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其中（<）式中第一个不等式要求 ! 满足条件 >［"］：!（%，% & "!（$，%））( ’ "!（$，%）；!（$，% & "!（$，%））(
（& ’ "）!（$，%），($，%% !，"%［%，&］。

证明 $ 因为 # 是 )! 预不变凸函数，所以有
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即证（<）式中第二个不等式。由 ! 满足条件 > 知，对(1%［%，&］有
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且 # 是 )! 预不变凸函数，所以
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即证（<）式中第一个不等式。 证毕
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注 !" 在定理 ! 的（#）式中，当 !（!，"）# ! $ " 时，即得（$）式；当 % # ! 时，即得（%）式。

在下面的讨论中将使用 &’()* 型 +),- 函数，即 +（&，’）# ’
!

.
(&$!（! $ (）’$!/(。

定理%" 设) #［"，" * !（!，"）］"［.，0）关于!为不变凸集，"，!%)$ ，" + " * !（!，"），,，-：)#［.，0）。

若 , 在 ) $ 上为 %! . 预不变凸函数，- 在 ) $ 上为 %% . 预不变凸函数，%!，%% %（.，!］，则有
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证明 " 因为 ,，- 在 ) $ 上分别为非负的 %!，%% . 预不变凸函数，所以对((%［.，!］有
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对上面的不等式在［.，!］上对 ( 积分即得

!
!（!，"）’

"*!（!，"）

"
,（&）-（&）/& # ’

!

.
,（" * (!（!，"））-（" * (!（!，"））&

!
%! * %% * !（ ,（"）-（"）* ,（!）-（!））* ,（!）-（"）’

!

.
(%!（! $ (）%%/( * ,（"）-（!）’

!

.
(%%（! $ (）%!/( #

!
%! * %% * !/（"，!）* +（ %! * !，%% * !）0（"，!） 证毕

注 %" 在定理 % 的（1）式中，当 %! # ! 和 !（!，"）# ! $ " 时，即得（2）式。

定理 $" 设 ) #［"，" * !（!，"）］"［.，0）关于 ! 为不变凸集，其中 ! 满足条件 3，"，!% )$ ，" + " *
!（!，"），,，-：)#［.，0）。若 , 在 ) $ 上为 %! . 预不变凸函数，- 在 )$ 上为 %% . 预不变凸函数，%!，%% %（.，!］，则
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证明 " 由 ! 满足条件 3 知，对((%［.，!］有（5）式成立，又 ,，- 在 )$ 上分别为非负的 %!，%% . 预不变凸

函数，所以对((%［.，!］有
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对上面的不等式在［.，!］上对 ( 进行积分即得
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注 $" 在定理 $ 的（4）式中，当 %! # ! 和 !（!，"）# ! $ " 时，即得（6）式。
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