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摘要：研究带分数次扩散项（ ! !）" 和（ ! !）! 的广义磁流体力学方程组（IJK@）的正则性。这一方程包含了

5.849,G=;+L9: 方程与通常的磁流体力学方程组（JK@）。本文采用能量积分方法，研究 IJK@ 方程的解用速度向量的

分量来判定正则性，并且结果并不依赖于磁场函数。本文主要讨论 " # !的情形。设 $ #（$$，$"，$C），"$ #（$$，$"，#），

# % " # ! % C
" 初始速度与初始磁场满足 $#，&# # ’$（!C）。在上述条件下，本文指出，如果 "$# ()（#，*；(+（!C））

且
""
, - C

+ $ ""，或者 "$# (
""

""!.（#，*；（!C）），# $ .$ "，那么方程的解在［#，*］上依然是光滑的。
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! ! 本文研究了如下的广义磁流体力学方程组的正则性
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其中初始条件满足 ·$# # ·&# # #。向量函数 $，& 分别表示速度场和磁场，数量函数 , 表示压力函数，/%

#。分数次算子（ ! !）" 通过 1（#）# # "" （#）来定义［$］。为了记号上的方便，记 $ #（ ! !）
$
" 。

方程（$）式包含了 5.849,G=;+L9: 方程以及通常的磁流体力学方程组。然而不能确定即使初始条件足够

光滑，三维的5.849,G=;+L9:方程是否会在有限时间内爆破。这导致了对5.849,G=;+L9:方程以及它的各种形式

的推广方程的正则性的深入研究。

当 " # $ 时，方程（$）式就成为通常的不可压缩磁流体力学方程组。对通常的磁流体力学方程组的正则

性研究，已经有很多文献讨论了关于 =9,,4- 型的正则性［"GE］，P9.(GQ.;+GJ.RS. 型的正则性［%2T］，方程的解关于

压力函数的正则性结果［D］ 及解在乘子空间的正则性判据［$#］。

对于一般的 "，文献［$$］研究了方程（$）式的存在唯一性及正则性，及在 C 维情形，如果 " 3 H
* 且 ! 3

H
* 时，方程的任何光滑解不会在有限时间内出现奇性。对 $ $ "$ C

" 的情形，周勇得到了一些有用的 =9,,4-

型正则性准则［$"］。利用 M4;;(9U++SGV.(9< 分解，对
C
* % " % C

" 的情形，得到了一些 P9.(GQ.;+GJ.RS. 型的正则

性［$C］。对于最一般的 " 3 # 的情形，罗玉文得到了一个有效的正则性准则［$*］。

本文的目的是建立关于速度向量的两个分量的正则性。这些准则推广了5.849,G=;+L9:方程和JK@方程

的相应结果［D，$H］。设"$ #（$$，$"，#），主要的结果如下。

定理 $! 令 # % " % C
" ，假设初始速度与初始磁场满足 $#，&# # ’$（!C）。如果在［#，*）上，速度场满足
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"!# "#（!，$；"%（!"）），其中 #，% 满足关系式
#!
# & "

% $ #!，
"
# ’ %$ $ ，则方程的解通过 $ 时依然是光滑

的。

定理 #% 令 ! ’ ! ’ "
# ，假设初始速度与初始磁场满足 !!，(! # )&（!"）。如果在［!，$）上，速度场满足

"!# "
#*

#*+,（!，$； ,（!"）），! $ ,$ !，则方程的解通过 $ 时依然是光滑的。

首先给出乘子空间的定义。

定义 &［’］% 对任何的 !$ , ’ "
# ，齐次空间 , 定义为 , - ｛ .# "#

()* + &/# ,，./# "#｝，其范数定义

为 . , - ,-.
/ ,$&

./ "#。这里
,
为齐次 /)0)(12空间，其范数为 . , - " ,

"#
，这里 为 .的3)-4514

变换。

& 定理 & 的证明

对方程（&）式的第一个方程乘以 !!，第二个方程乘以 !(，分部积分所得方程，然后相加所得结果，可以

得到
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现在估计右边第一部分。先假设 % ’ $ 。考虑 " 种情况，2) "；或 2 - " 而 3) "；或 2 - 3 - "。前面两种

情况，5& 本质上为 "! "% "! #
", 所控制，其中

&
% & #

, - &。因为 ""!" - +（"&!& & "#!#），所以对于 2 - 3 -

"，有

’!"
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最后一个不等式由 89(614 不等式得到。所以第一部分有界 6 "! "% ! #
",。由 "# 空间插值不等式，

/)0)(12 嵌入定理以及 :)-;< 不等式，得到
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其中 %，,，$，% 满足
&
% & #

, - &，
&
, - $

# & & + $
%

，# ’ , ’ %，% - #7
7 + #!

- ’
" + #!
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从上述关系得到 $ - & + "
# ! & "

,!
。因为

#!
# & "

% $ #!，这意味着
&
$ $

#。所以’!"
"!

&
$
"%64$ $ 。

类似地，可以得到 5# & 5" & 57 $ 6 "!
&
$
"% ( #

"# & &
# #!&&( #

"#，其中 $ 与前述的一致。则
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由标准的 =4);>1(( 不等式，定理的结论成立。

当 % - $ 时，由 89(614 不等式， 5& 有界 "! "$ ! #
"#，而其它几项有界 "! "$ ( #

"#。条件

#!
# & "

% $ #! 意味着，当 % - $ 时，#% &，所以’!"
"! "$ 60 ’ $ 。然后，由标准的 =4);>1(( 不等式，定理的
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结论依然是成立的。 证毕

! 定理 ! 的证明

从（!）式开始，由"#$%&’不等式得到 !( $ "" " #! " #!$$ "" % " % " #!，

由 )*+*$&, 空间插值不等式［(-］，可以得到 " % $ $ " (& %
!

#! "!’("
%
!
#!，所以

!( $ $ "" % " !& %
!
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最后一个不等式可以由 .*/01 不等式得到。

类似地，可以得到 !! ’ !2 ’ !3 $ $ ""
!!

!!&%
% ( !

#! ’ (
! "!’(( !

#!。类似于定理 ( 的证明，就完

成了定理 ! 的证明。 证毕
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