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摘要：讨论一类链约束下的资源有限排序问题 $"@5180=，!"，# $ %"，# &’"，# ("，#，#
)

" $ $
#
*"

# $ $
("，#$ J+"#

)

" $ $
#
*"

# $ $
,"，#-"，#，无论链是

否可中断，都给出了启发式算法。对于给定的排列和相应的资源分配量，计算平行链的优先因子，任务按优先因子递

增序加工得到一个新的排列，当新排列与原排列不同时，对新排列重新计算对应的资源分配量和优先因子，任务再

次按优先因子递增序加工得到一个最新的排列，直到新排列与原排列相同时，停止计算。对于两个启发式算法，分别

给出了两个算例对算法加以说明。
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! ! 在经典排序问题中，通常假设工件的加工时间
为常数，且不考虑资源消耗问题。但在许多实际问

题中，以上假设并不能成立。例如，有 . 批货物 /$，

/"，⋯，/. 要从码头运至工厂，且两批货物不宜同时

运输，货物 /# 的运输时间 !# 与工厂的投入 (# 有关，

!# $ 0#（(#）。货物若寄存码头，码头要按货物的品种

和寄存时间收取费用。第 # 批货物 /# 的寄存费用与

寄存时间 -# 的关系为寄存费（/#）$ ,#-#。工厂在运

回货物时应当怎样分配资源，合理调度 . 批货物的
运输，从而使得总费用最少。这是一个典型的资源约

束排序问题，所以对此类问题的研究有着积极的实

际意义。

45’06 L 4 M，,1081N K研究了满足最大完工时
间限制条件下极小化资源消耗总量的资源最优控制

问题［$］。,1081N K讨论了满足资源消耗限制条件下
极小化最大完工时间问题［"］。王吉波、唐恒永对加权

总完工时间受限制条件下，控制工件的资源消耗总

量问题进行了讨论，对于一个给定的工件排列，得到

了一个关于最优资源分配的算法［E］。唐恒永、赵琨讨

论了 E 类任务的加工时间是资源线性函数的特殊情
形，给出了最优资源分配，使得加权总完工时间最

小［I］。赵传立、唐恒永研究了工件释放时间是所消耗

资源的非负严格递减连续函数，工件的加工时间是

开工时间的严格递增线性函数，对于最大完工时间

限制条件下极小化资源消耗总量问题，以及满足资

源消耗限制条件下极小化最大完工时间问题分别给

出了求解最优资源分配的方法［+］。闫杨、赵传立考虑

了安装时间受资源约束的单机成组加工问题，分别

考虑了 E 类问题并分别给出了最优算法［F］。唐恒永
等证明了资源约束的排序问题 $"!# $ %# 1 ’#(#，

#(#$ J+"#,#-#是9OH难的［*］。当任务之间有优

先约束时，问题将变得更加复杂。对于一般的优先约

束，问题是 9OH难的［P］。所以本文考虑最简单的优先
约束，即平行链约束的情形，待加工任务的实际加工

时间受资源约束，目标函数为极小化加权总完工时

间。

$ 问题的描述
假设有 )条链

2$：/$，$ % /$，" %⋯% /$，*$

2"：/"，$ % /"，" %⋯% /"，*"

⋯⋯

2)：/)，$ % /)，" %⋯% /)，*)

共 .个任务（*$ 3 *" 3 ⋯ 3 *) $ .），它们需在同一
台机器上加工。任务 /"，#（ " $ $，"，⋯，)，# $ $，"，⋯，
*"）的实际加工时间 !"，# $ %"，# 1 ’"，#("，#，#$ ("，#$&("，#，

其中 %"，#（%"，# 4 #）为任务 /"，# 的正常加工时间，

’"，#（’"，# 4 #）是任务 /"，#的单位资源分配量系数，("，#
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是待定的对任务 !"，# 的资源分配量，&$"，#（! $ &$"，# $
%"，#

&"，#
）是任务 !"，#的资源分配量的上限，"’表示可使用

的资源总量。用 ! 表示任务集合，( 表示 ) 个任务的
一个可行下标排列，! 是给定的资源分配向量，* 是
所有可行下标排列集合。+"，#是任务 !"，#的完工时间，

目标函数为极小化加权总完工时间#
,

" - #
#
."

# - #
/"，#+"，#。

该问题可记为（$）
#"%&’()*，0"，# - %"，# 1 &"，#$"，#

#
,

" - #
#
."

# - #
$"，# $ "’"#

,

" - #
#
."

# - #
/"，#+"，#

+ 性质

算法 #［#］

#）对于给定的下标排列 ( -［ (#，(+，⋯，()］
置 ! -｛!(#，!(+，⋯，!()｝，$(!# , - !，# - #，+，⋯，)

+）找一个 !(. ’ !，使 &(.#
)

# - .
/(# - -’.

("
｛&("#

)

# - "
/(#｝

/）置 $(!. , - -()｛&$(.，-’.｛!，"’｝｝

"’ , - "’ 1 $(!. ，! , - ! 1｛!(.｝

0）如果 !()，转 +），否则
置 !! -（$(!# ，$(!+ ，⋯，$(!) ），算法终止。

引理 #［#］1 上述算法得到的 !! 是对应于给定
下标排列 (的最优资源分配。

/ 问题的求解
/2 # 链不可中断情形
所谓链不可中断情形，指一旦加工某条链就必

须加工完该链上的所有任务，然后再接着加工另一

条链上的任务。因而关键是要确定 , 条平行链的加
工顺序。

定义 #1 假设有一条链 3，优先约束为 !# % !+ %
⋯% !)，$# 是给定的对任务 !# 资源分配量，称

! -
#

)

# - #
（%# 1 &#$#）

#
)

# - #
/#

为链 3的优先因子。

引理 +［2］1 问题 # %&’()*，0# #/#+# 在链不

可中断的情况下，按
#0#

#/#

的单调递增序加工目标函

数最优。

定理 #1 假设有 ,条链 3#，3+，⋯，3,，在给定的

资源分配下，记每条链的优先因子分别为 !#，!+，⋯，

!,。则按 !" 的单调递增序加工可得最优排列。

证明 1 在给定的资源分配下，每个任务的加工
时间 0# - %# 1 &#$#（ # - #，+，⋯，)）就是一个常数。所

以，定理 # 等价于问题 # %&’()*，0# #/#+#。证毕

推论 1 设（ (!，!!）是问题（$）的最优解，则一
定有 !(!# $ !(!+ $⋯$ !(!,，其中 !(!# 是链 3(!" 对应于

最优排列 (! 的优先因子。
由定理 # 及其推论可确定各条链的加工顺序，

从而得到下面的启发式算法。

算法 +
#）任意取一排列 (!’*最为初始排列，置 4 , - !。
+）调用算法#求出对应于 (4的最优资源分配!4。

/）计算链 3"（ " - #，+，⋯，,）对应于 !4 的优先

因子 !4
" -
#
."

# - #
（%"，# 1 &"，#$

4
"，#）

#
."

# - #
/"，#

，" - #，+，⋯，,。

0）按 !4
"（ " - #，+，⋯，,）递增的顺序重新排列

得到 (45#，如果 (45# - (4，算法终止。否则，置 4 , - 4 5 #，
转 +）。
算例 #1 在链不可中断情况下，考虑问题

# %&’()*，0# - %# 1 &#$#，#
)

# - #
$# $ "’"#

)

# - #
/#+#

其中 ) - 3，3#：!#% !+% !/% !0，3+：!4% !2% !3，

记 6(" - &("#
)

# - "
/(#，!

4
" 为链 3"（ " - #，+）在第 4次迭代

时的优先因子。

" #（2，0，4，5，4，3，/），$ #（+，+，/，#，#，/，#）
% -（+，#，#，+，+，/，+），&$ -（+，#，#，0，/，+，+），"’ - #+

第一次迭代：取初始排列

(! -［#，+，/，0，4，2，3］
6# - +2，6+ - ++，6/ - /!，60 - 6

64 - 3，62 - #4，63 - +
$!

/ - #，$!
# - +，$!

+ - #，$!
2 - +，$!

0 - 0
$!

4 - +，$!
3 - !

0# - +，0+ - +，0/ - +，00 - 0，04 - /
02 - #，03 - /

!!
# - 4

/ ，!
!
+ - # 7 4

/

所以 (# -［4，2，3，#，+，/，0］，此时#/(!#
+(!#

- #/2。
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第二次迭代：!! " "#，!$ " ##，!% " &
!" " "’，!’ " &，!# " (，!) " ’

#"
$ " ’，#"

! " #，#"
" " ’，#"

# " "，#"
% " ’，#"

’ " "，#"
) " "

$! " ’，$$ " "，$% " "，$" " ’，$’ " ’，$# " ’，$) " %

!"" " "#
$ ，!

"
’ " )

% % "#
$

所以 &’ "［!，$，%，"，’，#，)］，此时#’&"(
)&"(

" &"。

因为 &’ " &"，算法终止。
故任务加工顺序为［*’，*"］，对应的资源分配

! "（#，’，’，’，"，"，"），目标函数值#
+

( " "
’&"(

)&"(
" &"。

#, ’ 链可中断的情形
所谓链可中断，就是加工某条链时，可以不必加

工完该条链上的所有任务，就可以先加工其他链上

的任务，然后再回来加工原来那条链上剩余的任务。

定义 ’* 设有链 *：-" % -’ %⋯% -.，#( 是任

务 -( 所分配到的资源量，定义链 *的优先因子为

! "
#
/!

( " "
（0( 1 2(#(）

#
/!

( " "
’(

" +,-
"$/$.

#
/

( " "
（0( 1 2(#(）

#
/

( " "
’{ }

(

（"）

称 -/! 为链 *的关键任务。
定理 ’* 若 -/!是链 *：-" % -’ %⋯% -.的唯

一的关键任务，则在最优解中，任务 -"，-’，⋯，-/!连

续加工而不被其他链的任务打断。

证明 *（反证法）设 #是对应最优排列的最优
资源分配。假设最优排列中含有子排列 " "［-"，

-’，⋯，-#，-3，-34"，⋯，-34."，-#4"，⋯，-#4.’，-’，-’4"，

⋯，-’4.#，-#4.’4"，⋯，-/!］，其中任务 -3，-34"，⋯，

-34."，-’，-’4"，⋯，-’4.#（."* .，.’* .，.#* .）都来
自于其他链。

根据定理 " 有

#
#

( " "
（0( 1 2(#(）

#
#

( " "
’(

$
#
34."

( " 3
（0( 1 2(#(）

#
34."

( " 3
’(

（’）

#
34."

( " 3
（0( 1 2(#(）

#
34."

( " 3
’(

$
#
#4.’

( " #4"
（0( 1 2(#(）

#
#4.’

( " #4"
’(

（#）

#
#4.’

( " #4"
（0( 1 2(#(）

#
#4.’

( " #4"
’(

$
#
’4.#

( " ’
（0( 1 2(#(）

#
’4.#

( " ’
’(

（)）

#
’4.#

( " ’
（0( 1 2(#(）

#
’4.#

( " ’
’(

$
#
/!

( " #4.’4"
（0( 1 2(#(）

#
/!

( " #4.’4"
’(

（!）

由（’）、（#）式知

#
#

( " "
（0( 1 2(#(）

#
#

( " "
’(

$
#
#4.’

( " #4"
（0( 1 2(#(）

#
#4.’

( " #4"
’(

（$）

由（)）、（!）式知

#
#4.’

( " #4"
（0( 1 2(#(）

#
#4.’

( " #4"
’(

$
#
/!

( " #4.’4"
（0( 1 2(#(）

#
/!

( " #4.’4"
’(

（%）

另一方面，由 -/! 是链 *唯一的关键任务

#
#

( ""
（0( 1 2(#(）4#

#4.’

( " #4"
（0( 1 2(#(）4 #

/!

( " #4.’4"
（0( 1 2(#(）

#
#

( ""
’( 4#

#4.’

( " #4"
’( 4 #

/!

( " #4.’4"
’(

%

#
#

( " "
（0( 1 2(#(）

#
#

( " "
’(

（&）

从（&）式可以推得

#
#4.’

( " #4"
（0( 1 2(#(）4 #

/!

( " #4.’4"
（0( 1 2(#(）

#
#4.’

( " #4"
’( 4 #

/!

( " #4.’4"
’(

%
#

#

( ""
（0( 1 2(#(）

#
#

( ""
’(

（(）
由（$）式可知

#
#4.’

( " #4"
（0( 1 2(#(）4 #

/!

( " #4.’4"
（0( 1 2(#(）

#
#4.’

( " #4"
’( 4 #

/!

( " #4.’4"
’(

$
#
#4.’

( " #4"
（0( 1 2(#(）

#
#4.’

( " #4"
’(

（".）
从（".）式可以推得

#
/!

( " #4.’4"
（0( 1 2(#(）

#
/!

( " #4.’4"
’(

$
#
#4.’

( " #4"
（0( 1 2(#(）

#
#4.’

( " #4"
’(

（""）

这与（%）式矛盾！这说明包含 "的排列不是最优的。
同理可证链 *被多次打断的情形。 证毕

由此可以得到链可中断情形下，问题（/）的启
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发式算法。

算法 !
"）置 !" # # ｛$"，"，$"，$，⋯，$"，%"｝，（ " # "，$，⋯，

&），任取一排列 ’% ’ (作为初始排列，置 ) # # %。
$）调用算法"求出对应于 ’)的最优资源分配 *)。

!）计算链 !"（ " # "，$，⋯，&）对应于 !) 的优先

因子 !)
" #
#
+!"

, # "
（-"，, . /"，,*

)
"，,）

#
+!"

, # "
0"，,

#

&’(
"$+"$%"

#
+"

, # "
（-"，, . /"，,*

)
"，,）

#
+"

, # "
0"，

{ }
,

，" # "，$，⋯，&

)）在当前未加工的链中，选择优先因子最小的
那条链，连续加工该链中的任务，直到加工完该链的

关键任务 $"，+!"
，!" # # !" .｛$"，"，⋯，$"，+!"

｝，（ " # "，$，

⋯，&）。
如果 !" ()，则计算链 !" 余下任务的优先因子。

*）如果已加工完全部任务，则置 ) # # ) 1 "；否
则，转 )）。

+）如果 ’)1" # ’)，算法终止。否则，转 $）。
算例 $, 在链可中断情况下，考虑问题

""-./’(0，2, # -, . /,*,，#
3

, # "
*, $ 14"#

3

, # "
0,5,

其中 3 # 2，!"：$"% $$% $!% $)，!$：$*% $+% $2，

记 6’" # /’"#
3

, # "
0’,，" #（+，)，*，+，*，3，)）

$ #（$，$，!，"，"，!，"），0 #（"7 *，"，"，$，$，)，$）

&* #（$，"，"，)，!，$，$），14 # "$

第一次迭代：取初始排列

’% #［"，$，!，)，*，+，2］
6" # $2，6$ # $)，6! # !!，6) # "%，6* # 3

6+ # "3，62 # $，*%
! # "，*%

" # $

*%
$ # "，*%

+ # $，*%
) # )，*%

* # $，*%
2 # %

2" # $，2$ # $，2! # $，2) # $，2* # !

2+ # $，22 # )，#0’%, 5’%, # "!2

第一条链的优先因子为

!’%"（"，$，!，)）# &’(｛ $
"7 *，

)
$7 *，

+
!7 *，

3
*7 *｝# )

!
$" 是关键任务。

第二条链的优先因子为

!’%$（*，+，2）# &’(｛ !
$ ，

*
+ ，

4
3 ｝# *

+
$+ 是关键任务。

因为 !’%$（*，+，2） 8 !’%"（"，$，!，)），所以排列 ’"

中前两个任务为 $*，$+。

第一条链中余下的任务为 $$，$!，$)，此时

!’%"（$，!，)）# &’(｛ $
" ，

)
$ ，

+
) ｝# "7 *

$) 是关键任务。

由于 !’%"（"，$，!，)）#
)
! 8 !’%"（$，!，)），所以任

务 $$，$!，$) 应该在 $" 后加工。

第二条链中仅余下任务 $2，!’%$（2）# $。由于
!’%"（$，!，)）# "7 * 8 !’%$（2）

故 $2在 $$，$!，$)之后加工，即排列 ’" #［ *，+，"，$，
!，)，2］。
第二次迭代：6* # "!7*，6+ # !)7*
6" # "*，6$ # "$，6! # "*，6) # )，62 # $

*"
+ # $，*"

" # $，*"
! # "，*"

* # !，*"
$ # "，*"

) # !，*"
2 # %

2* # $，2+ # $，2" # $，2$ # $，2! # $，2) # !，22 # )

#0’",
5’",

# "%2

优先因子 !’""
（*，+）# &’(｛$$ ，

)
+ ｝# $

! ，$+ 是

关键任务，优先因子 !’"$（"，$，!，)）# &’(｛ $
"7 *，

)
$7 *，

+
!7 *，

4
*7 *｝# )

! ，$" 是关键任务，优先因子 !’"!（2）#

$，$2 是关键任务。

由于 !’""（*，+）8 !’"$
（"，$，!，)）8 !’"!（2），从而

排列 ’$ 中前两个任务为 $*，$+，且 $" 在 $2 前加工。

第一条链余下$$，$!，$)，!’"$（$，!，)）# &’(｛$" ，

)
$ ，

2
) ｝# 2

) ，$) 是关键任务。

因为 !’"$（"，$，!，)） # )
! 8 !’"$（$，!，)） 8

!’"!（2），所以 $" 在 $$，$!，$) 前加工，$2 在 $$，$!，$)

之后加工。故排列 ’$ #［*，+，"，$，!，)，2］。
由于 ’$ # ’"，故算法终止。
而事实上，排列 ’! #［*，+，2，"，$，!，)］对应的

目标函数值#0’!, 5’!, # "%% 8 "%2。

定理!, 对于问题（5），若#
&

" # "
#
%"

, # "
&*"，,$ 14，则由

算法 $ 及算法 ! 得到的解一定是最优解。
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证明 ! 若#
!

" # "
#
$"

% # "
&&"，%$ #’，则最优资源分配方案

!! 中每个任务的资源分配量都等于上限，即 &!"，% #
&&"，%，（ " # "，$，⋯，!，% # "，$，⋯，$"）。

任务的加工时间 ("，% # )"，% * +"，%&&"，%是个常数，因

而问题（%）等价于问题（&）

""’()*+,，("，%"#
!

" # "
#
$"

% # "
,"，%-"，%

而问题（&）有最优解［-］。 证毕

. 结束语
本文对资源有限的单机排序问题进行了讨论，

分别揭示了链不可中断和链可中断两种情形下最优

解的性质，并分别给出了两个启发式算法。最后，通

过两个数值例子对算法加以说明。
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