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摘要：在置换因子循环矩阵的基础上给出了 !"置换因子循环矩阵的概念，得到以这类矩阵为系数的线性方程组 #$ I
% 有解的判定条件和快速算法。当 !"置换因子循环矩阵非奇异时，该快速算法求出线性方程组的唯一解，即存在唯

一的 !"置换因子循环矩阵 &"’(&)*，使 #$ I % 的唯一解是 & 第一列；当 !"置换因子循环矩阵奇异时，该快速算法求

出线性方程组的特解与通解，即存在唯一的 !"置换因子循环矩阵 +"’(&)*及 &"’(&)*，使得 & 的第一列 $$ 是 #$ I
% 的一个特解，而且 $ I $$ J（ , K +）- 是 #$ I % 的通解，这里 - 是任意的 * 维列向量。
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$ 预备知识

循环矩阵是一类很重要的特殊矩阵。在信号处

理、数字图像处理、编码理论、自回归滤波器设计、计

算机时序分析等领域中，经常会遇到以这类矩阵为

系数的 线 性 方 程 组 的 求 解 问 题。自 $%%$ 年，M)
&>.1/> 和 ,) N) O’1<’/ 提出并研究了置换因子循环矩

阵的基本性质［$］。作为一种特殊的循环矩阵———置

换因子循环矩阵，也开始成为人们的研究课题。由

于这类特殊矩阵具有许多特殊而良好的性质和结

构，对其进行推广并探讨其性质和应用显得很有必

要。有学者分别对诣零矩阵和拟阵、置换因子循环

矩阵、鳞状因子循环矩阵或以它们为系数的线性方

程组进了研究［"HP］。受此启发，本文利用多项式理论

给出了 !" 置换因子循环矩阵的概念，得到以这类矩

阵为系数的方程 #$ . % 有解的条件以及它的唯一

解和无穷通解的结构和算法。当 !" 置换因子循环矩

阵非奇异时，该快速算法求出线性方程组的唯一

解；当 !" 置换因子循环矩阵奇异时，该快速算法求

出线性方程组的特解与通解。而且还发现解这类线

性方程组不需要预先判断它是否有解，而是将有解

与无解的判断和求解的过程一并进行。

下设 )* 为实数域上所有 * 阶矩阵所组成的集

合。

定义 $［%］! 称一个 * 阶置换矩阵 ’ 为基本置换

因子循环矩阵，当且仅当

’* . ,* （$）

这里 ,* 是一个 * 阶单位矩阵，* 是满足（$）式的最小

正整数。

显然，’ 是一个正规矩阵且特征多项式和极小

多项式都是 /* 0 $。

定义 "! 设 ’ 为满足（$）式的 * 阶基本置换因

子循环矩阵，对于 )* 中的矩阵 ’!，如果满足

’! .

$ # ⋯ # #
# $ ⋯ # #

# # ⋯ $ #
# # ⋯ #













!

’ （"）

则称 ’! 为 !" 基本置换因子循环矩阵，本文用 ’( 表

示 )* 中的所有 !" 基本置换因子循环矩阵组成的集

合。当 ! . $ 时，’! 为一般的基本置换因子循环矩阵。

可以验证’*
! . !,*，且’! 的特征多项式是 /* 0 !。本文

用 1（/）表示 ’! 的特征多项式（下同）。

定义 E! 设 ’! " ’(，对于 )* 中的矩阵 #，如果

满足

# . 2（’!）. 3#’
#
! 4 3$’! 4 3"’

"
! 4 ⋯ 4 3*0$’

*0$
!

则称 # 为 !" 置换因子循环矩阵。其中（3#，3$，⋯，3*0$）

是#的第一行元素（35#，35$，⋯，35*0$）除去 !因子后对

应于 ’! 的一个重排，方法是若 ’6 的第一行第 5 个元

素 7$5 不为零，则取 36 . $
7$5
3550$（6 . #，$，⋯，* 0 $；

5 . $，"，⋯，*）。规定 ’#
! . ,*，称 2（/）. #

*0$

5 . #
35/

5 为
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! 的伴随多项式（下同）。本文用 "#$%&
表示 %& 中的

所有 ’( 置换因子循环矩阵组成的集合。

定义 !［"#］$ 设 !，) " %& 满足下列两个方程

"）!)! * !；%）)!) * )，则称 ) 为 ! 的一个反射 +
逆，简记为 !｛"，%｝。若只满足条件 "），则称 ) 为 ! 的

｛"｝( 逆。

引理 "［""］$ 设多项式矩阵
,（-） " #
+（-）( )# "

经初等

行变换化为
.（-） /（-） 0（-）

# 1（-） 2（-( )
）

，则（,（-），+（-））*

.（-）且满足 ,（-）/（-）3 +（-）0（-）* .（-）。

引理%$ 设!"#"$%&
，则!的特征值为,（!4）*

#
&5"

6 * #
76!

6
4，其中 ! 4 是 +（-）的 & 个不同的根，4 * #，"，

⋯，& 5 "。

证明 $ 因为#’ 的特征多项式+（-）* -8 5 #’ *

-& 5 ’，所以 #’ 特征根为 !9 * &
!: ’ :（&’( %9!

& 3 6

()* %9!
& ），9 * #，"，⋯，& 5 "，由于!9$! 4（9$ 4），即

#’ 的特征多项式 +（-）有 &个不同的特征根，故#’ 有

& 个线性无关的特征向量，从而 #’ 可以对角化。即存

在可逆矩阵 ;，使得

#’ * ;.67+（!#，!"，⋯，!&5"）;5"

又 !" #"$%&
，所以

! * ,（#’）* 7##
#
’ 3 7"#

"
’ 3 ⋯ 3 7&5"#

&5"
’

在上式的两边左乘 ;5" 和右乘 ;，于是

;5"!; * ;5"（7#8 3 7"#’ 3 7%#
%
’ 3 ⋯ 3 7&5"#

&5"
’ ）; *

7#;
5"8; 3 7";

5"#’; 3 7%;
5"#%

’; 3 ⋯ 3 7&5";
5"#&5"

’ ; *
7#8 3 7"（;5"#’;）3 7%（;5"#’;）% 3⋯ 3 7&5"（;5"#’;）&5" *

7#< 3 7".67+（!#，!"，!%，⋯，!&5"）3
7%.67+（!%

#，!%
"，!%

%，⋯，!%
&5"）3 ⋯ 3

7&5".67+（!&5"
# ，!&5"

" ，!&5"
% ，⋯，!&5"

&5"）*

.67+（#
&5"

6 * #
76!

6
#，#

&5"

6 * #
76!

6
"，#

&5"

6 * #
76!

6
%，⋯，#

&5"

6 * #
76!

6
&5"）*

.67+（,（!#），,（!"），,（!%），⋯，,（!&5"））* =
即 ! 与对角矩阵 = 相似，由于相似矩阵具有相同的

特征值，故 ! 的特征值

" 4 * ,（! 4）* #
&5"

6 * #
76（!6

4） 证毕

引理 +$ 设 !" #"$%&
，)" #"$%&

，则 !) * )!
" #"$%&

。

证明 $ 设 !"#"$%&
，)"#"$%&

，!、) 伴随多项

式分 别 为 ,"（-）、,%（-），则 !) 的 伴 随 多 项 式 为

,"（-）,%（-），)! 的伴随多项式为 ,%（-）,"（-）。由于

,"（-）,%（-）* ,%（-）,"（-），于是令 - * #’，即有 !)
* )!" #"$%&

。 证毕

引理!［"#］$ 设)是> ? &矩阵!的一个｛"｝(逆，

如果线性方程 !@ * A 有解，则其通解可表示为 - *
)A 3（ 8 5 )!）B，这里 B 是任意 & 维向量。

% 主要结论

定理 $ ’(置换因子循环矩阵线性方程组!@ * A
有唯一解的充要条件是（,（-），+（-））* "。当 ’( 置

换因子循环矩阵线性方程组 !@ * A 有唯一解时，存

在唯一的 ’( 置换因子循环矩阵 $" #"$%&
，使 !@ *

A 的唯一解是 $ 第一列。

证明 $ 充分性。由于（,（-），+（-））* "，由引理

"，对多项式矩阵
,（-） " #
+（-）

( )# "
进行一系列初等行

变换化为
" /（-） 0（-）

# 1（-） 2（-( )
）

，因而得到 /（-）,（-）3

0（-）+（-）* "。取 - * #’，由于 ,（#’）* !，+（#’）*
#，所以 !/（#’）* 8&。故 ! 非奇异，线性方程组 !@ *
A 有唯一解。

必要性。由于线性方程组 !@ * A 有唯一解，所

以 ! 非奇异，由引理 % 知 ! 的行列式%
&5"

4 * #
,（C4）$ #，

其中 C4 是 +（-）的 & 个不同的根，4 * #，"，⋯，& 5 "。

因此 +（-）的 & 个不同的根都不是 ,（-）的根，所以

（,（-），+（-））* "。

设 A *（A#，A"，⋯，A&5"），根据 ’( 置换因子循环

矩阵元素的结构，构造以 A *（A#，A"，⋯，A&5"）为第

一列的 ’( 置换因子循环矩阵 )，则 ) 具有形式

) * >（#’）* A6##
#
’ 3 A6"#’ 3 A6%#

%
’ 3 ⋯ 3 A6&5"#

&5"
’

其中 A6#，A6"，⋯，A6&5" 是 A#，A"，⋯，A&5" 相对于 ##
’ ，#

"
’ ，

⋯，#&5"
’ 的一个重排，方法是若 #>

’ 的第一列第 6 个元

素 76" 不为零，则取

A6> * "
76"

A65"（> * #，"，⋯，& 5 "；6 * "，%，⋯，&）

由于 #>
’ 第一列只有一个元素不为零，而且 > 不同这

个不为零的元素 76" 的位置也不同，因此这样 ) 的是

唯一的，而且 ) 的伴随多项式为 >（-）* #
&5"

4 * #
A64-

4（下

同）。并由引理 " 对多项式矩阵
,（-） " # >（-）
+（-）( )# " #

只 进 行 一 系 列 的 行 初 等 变 换 一 定 能 化 为
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! !（"） #（"） $（"）

" %（"） &（"） $!（"( )）
， 于 是 有

!（"） #（"）
%（"） &（"( )

）

’（"）
(（"( )

）
) ( )!" ，

!（"） #（"）
%（"） &（"( )

）

*（"）( )"
)

$（"）

$!（"( )）
。故

!（"）’（"）+ #（"）(（"）) !，!（"）*（"）) $（"）。若取

" ) ,-，则 ’（,-）) .，(（,-）) "，*（,-）) /，于是

.!（,-）) 01，!（,-）/ ) $（,-）。所以 .2! ) !（,-）"
,3451

。若取 4 ) $（,-）) .2!/，则由引理 # 知 4 "
,3451

且 4 的第一列是 .2!6。由于 ..2!6 ) 6，于是 4

的第一列就是 .7 ) 6 的解。因 .2! 和 / 都是唯一的，

所以 .2!6 是唯一的。 证毕

定理$% -8置换因子循环矩阵线性方程组 .7 )
6 有 无 穷 解 的 充 要 条 件 是（’（"），(（"））$ ! 且

..｛!，$｝ ) 6。当 -8 置换因子循环矩阵线性方程组 .7
) 6有无穷解时，存在唯一的 -8置换因子循环矩阵9
" ,3451

及 4" ,3451
，使得 4 的第一列 7! 是 .7 )

6 的一个特解，而且 7 ) 7! +（ 0 2 9）: 是 .7 ) 6 的

通解，这里 : 是任意的 1 维列向量。

证明 % 充分性。由于（’（"），(（"））) ;（"）$
!，则存在 ’!（"）满足 ’（"） ) ;（"）’!（"）。设 <= 是

(（"）的 1 个不同的根，= ) "，!，⋯，1 2 !，于是在 <=

中至少 存 在 一 个 <>，使 得 ;（<>） ) "，从 而 得 到

’（<>）) "，这样 . 的行列式%
12!

= ) "
’（<=）) "，说明秩 .

? 1。又由于 ..｛!，$｝ ) 6，所以 -8 置换因子循环矩阵

线性方程组 .7 ) 6 有无穷解。

必要性。由于 -8 置换因子循环矩阵线性方程组

.7 ) 6 有无穷解，所以 . 奇异。由引理 $ 知 . 的行列

式%
12!

= ) "
’（<=）) "，其中 <= 是 (（"）的 1 个不同的根，

= ) "，!，⋯，1 2 !，因此 ’（"）和 (（"）有公共根，即

（’（"），(（"））$ !。

由（’（"），(（"））) ;（"）$ !，若设

’（"）) ;（"）’!（"），(（"）) ;（"）(!（"）

则（’!（"），(!（"）） ) !。因 为 (（"）无 重 根，所 以

（;（"），(!（"））) !。于是

（’（"），(!（"））)（;（"）’!（"），(!（"））) !
从而（’（"）;（"），(!（"））) !。

设 6 )（6"，6!，⋯，612!），同定理 !，构造以 6 )
（6"，6!，⋯，612!）为第一列的 -8 置换因子循环矩阵

/，则 / 具有形式

/ ) *（,-）) 6>",
"
- + 6>!,- + 6>$,

$
- + ⋯ + 6>12!,

12!
-

同理取 / 的伴随多项式为 *（"）) #
12!

= ) "
6>="

=。由引理

!，对多项式

’（"）;（"） ! " *（"）;（"） ’（"）;（"）

(!（"）( )" ! " "

只进行 一 系 列 行 初 等 变 换 就 能 化 为 多 项 式 矩 阵

! !!（"） #!（"） $（"） ’!（"）

" %!（"） &!（"） $!（"） ’$（"( )）
。因此有

’（"）;（"）!!（"）+ (!（"）#!（"）) ! （#）

;（"）!!（"）*（"）) $（"） （&）

;（"）!!（"）’（"）) ’!（"） （’）

在（#）式两端右乘以 ’（"），得

’（"）;（"）!!（"）’（"）+ (!（"）#!（"）’（"）) ’（"）

于是 % % % ’（"）;（"）!!（"）’（"）+
(（"）’!（"）#!（"）) ’（"） （(）

在（&）@（(）式中令 " ) ,-，由于 ’（,-）) .，

(（,-）) "，*（,-）) /，所以

;（,-）!!（,-）/ ) $（,-） （)）

;（,-）!!（,-）. ) ’!（,-） （*）

.;（,-）!!（,-）. ) . （+）

同理在（#）式两端左乘以 ;（"）!!（"），并令 " )
,- 得

;（,-）!!（,-）.;（,-）!!（,-）) ;（,-）!!（,-）（!"）

由（+）、（!"）两式知，-8 置换因子循环矩阵 A )
;（,-）!!（,-）是 . 的反射 ( 逆。取 4 ) $（,-）) A/，

9 ) ’!（,-）) A.，对 A/ ) 4，且4 的第一列是 A6 )
7!。同时有

.（7! +（ 0 2 9）:）) .A6 + .（ 0 2 9）: )
6 + .: 2 .A.: ) 6

这里:是任意的1维列向量。由引理& 知7 ) 7! +（0 2
9）: 是 .7 ) 6 的通解。

由于 .，A 都是 -8 置换因子循环矩阵，所以有 .A )
A.，若还存在一个 -8 置换因子循环矩阵 A"，满足

A".A" ) A，.A". ) .。设 .A ) A. ) B，A". ) .A" )

C。由 B$ ) A.A. ) A. ) B，C$ ) A".A". ) A". )
C，于是B ) .A ) .A".A ) CB，C ) A". ) A".A. )
CB，所以 B ) C。从而

A ) A.A ) BA ) CA ) A".A ) A"C ) A".A" ) A
这就证明了 A 是唯一的，而且 4 ) A/，9 ) A.

也是唯一的，A6 也唯一。 证毕

可以看出，文献［’8)］中的结论都是本文定理 !
和定理 $ 的特殊情况。
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! 算法及举例

求解 !" 置换因子循环线性系统 #$ % & 的一般

步骤如下。

步骤"# 由循环矩阵 #"’()*+
，找出’!，得到!

个多项式 ,（-），.（-），/（-）。

步骤 $# 对多项式矩阵
,（-） /（-）

.（-）
( )%

只进行

初等行变换化为
0（-） 1（-）

% 1"（-( )）
。

步骤!# 若 0（-）% "，则方程组的解唯一，且) %
1（’!）的第一列就是它的解。

步骤 &# 若 0（-）$ "，用 .（-）除以 0（-）得到

."（-），再对多项式矩阵

,（-）0（-） /（-）0（-） ,（-）0（-） 0（-）,（-）/（-）
."（-）( )% % %

只进行 一 系 列 初 等 行 变 换 就 能 化 为 多 项 式 矩 阵

" 1（-） ,"（-） !（-）

% 1"（-） ,$（-） !"（-( )）
。

步骤 ’# 对于 !（-），取 - % ’!，则 ( % !（’!）%
##｛"2$｝3。若 ( 的第一列就是 + 维向量 &，则线性方程

组有解（ 否则无解）。这时 ) % 1（’!） % ##｛"2$｝3，

4 % ,"（’!）% ##｛"2$｝#，且 ) 的第一列就是方程组

#$ % & 的一个特解，进而可以得到通解为 $ % $" 5
（ 6 2 4）7，这里 7 是任意的 + 维列向量。

例 "# 解线性方程组 #$ % &。其中

# %
" 2 " $
& " 2 "
2









$ & "

，& %（"，$，&）(

解 # 由 于 # % 6 2 ’! 5 $’$
! ，这 里 ’! %

"
"









$
’，’ %

% " %
% % "









" % %
，且 ’! % 6!，于是 # 是

一个 !"置换因子循环矩阵。并且 ,（-）% " 2 - 5 $-$，

.（-）% -! 2 $，/（-） % " 5 $- 5 -$。取 #（-） %
,（-） /（-）

.（-）
( )%

，对 #（-）只进行初等行变换

#（-）% $-$ 2 - 5 " -$ 5 $- 5 "
-! 2( )$ %

&⋯&

" "
)*（ 2 $-& 5 "&-! 5 &&-$ 5 !)- 5 "%）

2 "%- 2 & 2 $-& 2 *-! 2 *-$ 2 $







-

这时 0（-）% "，方程组的解唯一。由

1（-）% "
)*（ 2 $-& 5 "&-! 5 &&-$ 5 !)- 5 "%）

计算出 ) % "
)*

!) !& &&
)) !) !&









*) )) !)
，于是原方程组的解为

) 的第一列，即 $ % "+
&!，

&&
&!，

!&( )&!
(
。

例 $# 解线性方程组 #$ % &，其中

# % 2 $6 2 ’! 5 ’$
! ，’! %

% " %
% % "









) % %
，& %（ 2 *，)，)）(

解 # 由于 # 是一个 !" 置换因子循环矩阵。并且

,（-）% -$ 2 - 2 $，.（-）% -! 2 )，/（-）% -$ 5 - 2 *。

用例 " 的方法可以求得 0（-）% - 2 $，这时 ."（-）%
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对 #"（-）只进行初等行变换
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其中
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经计算可知
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的第一列就是 & %（ 2 *，)，)）(，于是方程组有无穷

解。这时
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计算出 ) 的第一列为 $" % $
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是一个特
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所以，这个方程组的通解为( " (! &（’ # !）) "
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)，这里)是任意的 *

维列向量。
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