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摘要：令 !!（"）表示 " 中元的阶之集。对于所有有限单群，已证明其均可由元阶集及群阶进行刻画。即设 " 为群，#
为有限单群，则当 ""# 且仅当（$）!!（"）J !!（#）；（"） " J # 。本文继续这一研究，对两类有限非单群进行

讨论。首先在不使用 "$% 阶群的分类的前提下证明了所有阶为 "$%（$ K % 为不同的奇素数）的群可仅用元阶集和群

阶加以刻画，然后利用 "E% 阶群的分类证明了有 F 类 "E%（% 为奇素数）阶群也可由元阶集和群阶唯一确定。
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! ! 群是数学中广泛存在的一个重要概念，它由具

有乘法运算且满足一些法则的元素所构成。群 "
中元素的个数（" 的阶 " ）以及元素 & 自身具有

的性质（& 的阶 & ）无疑是描述群的两个重要的数

量集。

猜想［$］! 设 " 为群，# 为有限单群，则 ""# 当

且仅当：$）!!（"）J !!（#），其中 !!（"）表示 " 中元

的阶之集；"） " J # 。

经过许多群论工作者的努力，这一猜想已被证

明［$’$"］，因此所有有限单群均可由其阶及元的阶进

行刻画。而对有限非单群，有哪些群可由其阶及元

的阶进行刻画，这是一个很有意义的研究问题。本

文讨论了两类有限群。首先在不使用 "$% 阶群的分

类的前提下证明了所有阶为 "%& 的群可仅用元阶集

和群阶加以刻画，然后利用 "E% 阶群的分类证明了

有 F 类 "E% 阶群也可由元阶集和群阶唯一确定。

$ "$% 阶群

引理 $［$E］! 设 " 为 "$% 阶群，其中 $ K % 为不同

的奇素数。则 " 的结构如下：

$）"$ J〈(〉，("$% J $；

"）"" J〈(，)〉，("$ J $ J )%，( M $)( J ) M $；

E）"E J〈(，&，)〉，($ J $ J &" J )%，& M $ (& J ( M $，

( M $)( J )，& M $)& J )；

I）"I J〈(，&，)〉，($ J $ J &" J )%，& M $ (& J ( M $，

( M $)( J )，& M $)& J ) M $；

+）"+ J〈 (，)〉，("$ J $ J )%，( M $ )( J )*，*#$

（:-N%），*$$$（:-N%），%$$（:-N$），"$#$（:-N%）；

F）"F J〈 (，)〉，("$ J $ J )%，( M $ )( J )*，*# M $

（:-N%），*$$$（:-N%），%$$（:-N$），"$#$（:-N%）。

引理 "! 对引理 $ 中的 "+，+ J $，"，⋯，F，有下列

结果

!!（"$）J｛$，"，$，%，"$，"%，$%，"$%｝

!!（""）J｛$，"，$，%，"$，$%｝

!!（"E）J｛$，"，$，%，"%，$%｝

!!（"I）J｛$，"，$，%，$%｝

!!（"+）J｛$，"，$，%，"$，"%｝

!!（"F）J｛$，"，$，%，"$｝

证明! 由循环群的性质可知：当 ,%!!（"）时，,
的所有因子也在 !!（"）中。

$）"$ 为循环群， ( J "$% ，所以 !!（"$ ）J
｛$，"，$，%，"$，"%，$%，"$%｝。

"）+ J "，E 时，由于证明方法类似，故以 "" 为例

证明。显然 "" 中无 "$% 阶元。由引理 $ 知 ( J

"$， ) J %，且由［("，)］J $ 知 (") J $%。假设

(+)- J "%，由〈 )〉& "" 知（ (+)- ）" %〈 )〉，即

("+ )（ M $）+·- O -%〈)〉，故 + J # 或 $。当 + J # 时， )- ’
"%；当 + J $ 时， ($)- J "。故 "" 中无 "% 阶元。所

以 !!（""）J｛$，"，$，%，"$，$%｝。

E）"I J〈()〉O〈()〉&，其中 () J $%， (+)-& J
"，+ J #，$，⋯，$ M $，- J #，$，⋯，% M $。所以 !!（"I）J
｛$，"，$，%，$%｝。
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!）! " #，$ 时，由于证明方法类似，故以 "# 为例

证明。显然 "# 中无 %#$ 阶元。由引理 & 知 % "
%#， & " $，且由［%#，&］" & 知 %#& " %$。假设

%!&’ " #$，由〈 &〉& "# 知（ %!&’ ）# %〈 &〉，即

%#!&’ ’ (!·’ ’ ⋯ ’ (（# ( &）!·’%〈&〉，故 ! " ) 或 %。当 ! " ) 时，

&’ ’#$；当 ! " % 时，（%%&’）# " &
& ( (%#
& ( (% ·’。由（& ( (%，

$）" &，(#$&（*+,$）知（ %%&’ ）# " &，即 %%&’ "
#’#$，故 "# 中无 #$ 阶元。所以 !)（"#）"｛&，%，#，

$，%#，%$｝。

定理 & - 设 * 为群，则 *""! 当且仅当 &）

!)（*）" !)（"!）；%） * " "! 。其中 "!，! " &，

%，⋯，$ 为引理 & 中所示群。

证明- 必要性显然，故只需证充分性。

&）由引理 % 及 !)（*）" !)（"&）知：* 中有 %#$
阶元，且 * " "& " %#$，故 *"+%#$""&。

%）! " %，.，! 时，由于证明方法类似，故以 "% 为

例证明。 * " "% " %#$，由引理 % 及 !)（*）"
!)（"%）知：* 中有 #$ 阶元及 % 阶元，分别令 ,，- 为

* 的 #$ 阶元，% 阶元。由〈,〉&" 知：- 通过共轭作

用在〈,〉上是〈 ,〉的一个自同构。令 - ( & ,- " ,.，则

,.% " ,，所以 .%$&（*+,#$）。于是 .$&，( &，##/ (
$$/，$$/ ( ##/（*+,#$）其中 $/与 #/分别满足 $$/$&

（*+,#）与 ##/$&（*+,$）。

若 .$&（*+,#$），则 ,- " -,，* 中有 %#$ 阶元，与

引理 % 矛盾。

若 .$ ( &（*+,#$），则 ,- " -, ( &，所以 ,!- 为 %
阶元，! " )，&，⋯，#$ ( &。又由 * "〈 ,，-〉"〈 ,〉’

〈,〉- 知：* 中无 %# 阶元，与引理 % 矛盾。

若 .$##/ ( $$/（*+,#$），则 ,- " -,##/ ( $$/，由 $$/
$&（*+,#）有 $$/$.# ’ &，其中 . 为整数，故（,-）%$ "
,（##/ ( $$/ ’ &）$ " ,$ ( $/$% " , ( .#$ " &，即 ,- 为 %$ 阶元，与引

理 % 矛盾。

因此 .$$$/ ( ##/（*+,#$），从而 ,- " -,$$/ ( ##/。

由 ##/$&（*+,$）可得（ ,-）%# " ,# ( #/#% " &。故 * "
〈,，-〉，,#$ " & " -%，- ( &,- " ,$$/ ( ##/。令 % " ,-，& " ,#，

则 * "〈%，&〉，%%# " & " &$，% ( & &% " & ( &。又 * "
%#$，所以 *""%。

.）! " #，$ 时，由于证明方法类似，故以 "# 为例

证明。 * " "# " %#$，由 # / $，%##&（*+,$）

知：* 中 $0012+3 的子群正规。由引理 % 及 !)（*）"
!)（"#）知：* 中有 $ 阶元及 %# 阶元，分别令 ,，- 为

* 的 $ 阶元，%# 阶元。由〈 ,〉&" 知：- 通过共轭作

用在〈,〉上是〈 ,〉的一个自同构。令 - ( & ,- " ,.，则

,.%# " ,，所 以 .%# $ &（ *+,$）。 于 是 .# $ &，( &

（*+,$）。

若 .#$ ( &（*+,$），令 ,!-’ " %$，则（,!-’）% "
-%’ ,!（ .’ ’ .%’）%（,），故 ’ " ) 或 #。当 ’ " ) 时， ,! ’
%$；当 ’ " # 时，（,!-#）% " ,!（ .# ’ .%#）" &，即 ,!-# " %’
%$，则 * 中无 %$ 阶元，与引理 % 矛盾。

因此 .#$&（*+,$），由引理 % 知：.#&（*+,$），

否则 * 中有 %#$ 阶元。故 * "〈 ,，-〉，-%# " & " ,$，

- ( &,- " ,.，.#&（*+,$），.#$&（*+,$），且 * "
%#$，所以 *""#。 证毕

% %.$ 阶群

引理 .［&!］- 设 " 为 %.$ 阶群，$ 为奇素数，则 "
同构于下列 &4 个群之一

&）"& "〈%〉，%5$ " &；

%）"% "〈 %，&，1〉，%! " &% " 1$ " & "［ %，&］"
［%，1］"［&，1］；

.）". "〈%，2〉，%!$ " & " 2%，2 ( &%2 " % ( &；

!）"! "〈%，2〉，%!$ " &，2% " %%$，2 ( &%2 " % ( &；

#）"# "〈%，2〉，%!$ " &，2% " &，2 ( &%2 " %%$ ’ &；

$）"$ "〈%，2〉，%!$ " &，2% " %%，2 ( &%2 " %%$ ’ &；

6）"6 "〈%，2〉，%!$ " &，2% " &，2 ( &%2 " %%$ ( &；

5）"5 "〈%，2〉，%!$ " &，2% " %$，2 ( &%2 " %%$ ( &；

4）"4 "〈 %，&，1，2〉，%% " &% " 1$ " & "［ %，&］"
［%，1］"［&，1］，2% " &，2 ( &%2 " &，2 ( & &2 " %，2 ( & 12 "
1 ( &；

&)）"&) "〈%，&，1，2〉，%% " &% " 1$ " & "［%，&］"
［%，1］"［&，1］，2% "&，2 (&%2 " %，2 (&&2 " &，2 (&12 " 1 (&；

&&）"&& "〈%，&，1，2〉，%% " &% " 1$ " & "［%，&］"
［%，1］"［ &，1］，2% " %&，2 ( & %2 " %，2 ( & &2 " &，

2 ( &12 " 1 ( &；

&%）"&% "〈 %，&，1，2〉，%% " &% " 1$ " 2$ " & "
［%，&］"［%，1］"［%，2］"［&，1］"［&，2］"［1，2］；

&.）"&. "〈%，&，2〉，%%$ " & " &%，& ( &%& " % ( &，2 ( &

%2 " %3，2 ( & &2 " &，2% " &，3%$ ( &（*+,%$），$$&
（*+,!）；

&!）"&! "〈%，&，2〉，%%$ " &，&% " %$，& ( &%& " % ( &，

2 ( &%2 " %3，2 ( &&2 " &，2% " &，3%$ ( &（*+,%$），$$&
（*+,!）；

&#）"&# "〈%，&，1，2〉，%$ " & " &%，& ( & %& " % ( &，

1 ( &%1 " %3，1 ( & &1 " &，1% " &，3%$ ( &（*+,$），2% " 1，
2 ( &&2 " &，2 ( & 12 " 1，2 ( & %2 " %!，!5$&（*+,$），!!$
( &（*+,$），$$&（*+,5）；

&$）"&$ "〈 %，&，1，2〉，%% " &% " 1% " 26 " & "
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［!，"］!［ !，#］!［ "，#］，$ " # !$ ! #，$ " # "$ ! !，

$ " ##$ ! "#；
#$）%#$ !〈!，"，#，$〉，!% ! "% !［!，"］! # ! #&，

# " #!# ! "，# " # "# ! !"，$% ! #，$ " # !$ ! !，$ " # "$ ! "，

$ " ##$ ! #；
#’）%#’ !〈!，"，#，$〉，!% ! "% !［!，"］! # ! #&，

# " #!# ! "，# " # "# ! !"，$% ! #，$ " # !$ ! "，$ " # "$ ! !，

$ " ##$ ! #%；

#(）%#( !〈!，"，$〉，!) ! #，"% ! !%，" " # !" ! ! " #，

$& ! #，$ " #!$ ! "，$ " #"$ ! !"。

其中 & ! $ 时，*+ 阶群共有 #& 个，即 #）, #%）和

#+）。

& ! & 时，%) 阶群共有 #* 个，即 #）, #%）和 #$）

, #(）。

&’&，$ 时，%&& 阶群共有 #* 个，即 #）, #*）。

此时当 &$&（-./)）时，共有 #% 个，即 #）, #%）；&$
*（-./’）时，共有 #) 个，即 #）, #)）；&$#（-./’）

时，共有 #* 个，即 #）, #*）。

引理 )0 对引理 & 中的 %’，’ ! #，%，⋯，#(，有下

列结果

!(（%#）!｛#，%，)，’，&，%&，)&，’&｝

!(（%’）!｛#，%，)，&，%&，)&｝，’ ! %，&，)，*，+，$
!(（%’）!｛#，%，)，’，&，%&，)&｝

!(（%’）!｛#，%，)，&，%&｝，’ ! (，##，#&，#(
!(（%’）!｛#，%，&，%&｝，’ ! #1，#%，#$
!(（%#)）!｛#，%，)，’，&，%&｝

!(（%#*）!｛#，%，)，’，&｝

!(（%#+）!｛#，%，$｝

!(（%#’）!｛#，%，)，&｝

证明0 由循环群的性质可知，当 #%!(（%）时，#
的所有因子也在 !(（%）中。

#）由 %#，%%，%#% 为 交 换 群，易 得 !(（ %# ），

!(（%%），!(（%#%）。

%）’ ! &，) 时，由于证明方法类似，故以 %& 为例

证明。%& !〈!〉2〈!〉$，其中 ! ! )&， $ ! %。

由 $ " #!$ ! ! " #知 !’$ ! %，’ ! #，%，⋯，)& " # 。故

!(（%&）!｛#，%，)，&，%&，)&｝。

&）’ ! *，+，$ 时，由于证明方法类似，故以 %* 为

例证明。显然 %* 中无 ’& 阶元。%* !〈!〉2〈!〉$，其

中 ! ! )&， $ ! %。由 $ "# !$ ! !%& 2# 知（!’$）% !
!%（& 2 #）’。若(’’ 1， !’$ ! ’，则 （ !’$）% !
!%（& 2 #）’ ! )，与 ! ! )& 矛盾，所以 %* 中无 ’ 阶

元。故 !(（%*）!｛#，%，)，&，%&，)&｝。

)）由 %’ 中无 ’& 阶元， ! ! )&， $ ! ’ 直接

可得 !(（%’）!｛#，%，)，’，&，%&，)&｝。

*）’ ! (，#1，## 时，由于证明方法类似，故以 %(

为例证明。%( !〈!，"，#〉2〈!，"，#〉$，由引理 & 可得

!(（〈!，"，#〉）!｛#，%，&，%&｝且 $ ! %， !#’$ !
"#’$ ! )， !"#’$ ! #’$ ! %，’ ! 1，#，⋯，& " #。

故 !(（%(）!｛#，%，)，&，%&｝。

+）’ ! #&，#)，#* 时，由于证明方法类似，故以

%#&为例证明。%#& !〈!，"〉2〈!，"〉$，由引理 & 可得

!(（〈!，"〉）!｛#，%，&，%&｝且 !’$ ! !’"$ ! )，

’ ! 1，#，⋯，%& " #。故 !(（%#&）!｛#，%，)，&，%&｝。

$）由引理 & 可得 %#+ !〈!，"，#〉2〈!，"，#〉$ 2
⋯ 2〈 !，"，#〉$+。其中 !(（〈 !，"，#〉）!｛#，%｝，

!(（〈!，"，#〉$）! ⋯ ! !(（〈!，"，#〉$+）!｛$｝。故 !(

（%#+）!｛#，%，$｝。

’）’ ! #$，#’ 时，由于证明方法类似，故以 %#$ 为

例证明。%#$ !〈!，"，#〉2〈!，"，#〉$，由引理 & 可得

!(（〈!，"，#〉）!｛#，%，&｝且 !(（〈!，"，#〉$）!｛%，

+｝。故 !(（%#$）!｛#，%，&，+｝。

(）由引理 & 可得 %#( !〈!，"〉2〈!，"〉$ 2〈!，"〉$%。

其中 !(（〈 !，"〉）! ｛#，%，)｝，!(（〈 !，"〉$）!
!(（〈!，"〉$%）!｛&，+｝。故 !(（%#(）!｛#，%，)，&，+｝。

证毕

定理 #0 设 ) 为 %&& 阶群，则 )"%’ 当且仅当：

#）!(（)）! !(（%’）；%） ) ! %’ 。其中 %’，’ !
#，’，#)，#*，#+，#’ 为引理 & 中所示群。

证明0 由引理 & 和引理 ) 直接可得。 证毕
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