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李群方法里的矩阵指数计算
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摘! 要：矩阵指数计算与力学计算中的动力学问题、最优控制的计算问题等密切相关，是数值代数里研究得最为广

泛的课题之一。目前虽有以 C==D 和 CEF 为代表的经典算法以及其最佳运算量的估计，但远未令人满意。近年来在

国外流行的李群方法，由于具有重大的科学价值，在李群算法发展的需求下，李群、李代数里的指数计算，也成为了

研究的热点。由于它要求逼近计算在李群与李代数里进行，一般不能直接使用经典的方法。因此，它比经典的指数

逼近计算更为困难。本文系统地阐述了目前流行的几种主要逼近算法，对这些算法进行了详细的评估，并提出了一

些有待深入研究的问题。
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! ! 矩阵指数逼近计算是数值代数里最为古老且被

研究最为广泛的课题之一，AJ 种令人犹豫不决的算

法［A］，以及许多针对具体问题的有效的算法，远远未

令人满意，并且还留下许多公开的问题。由于在理

论与应用上具有巨大价值，始终吸引不少研究者，如

我国钟万勰院士，利用 "I幂逼近方法，发现了目前在

动力学中广泛使用的精细积分算法。

本文主要就当前比较流行，并在控制论、机器

人、材料科学、相对论、电动力学、分子动力学和量子

力学等有重要应用的李群算法里矩阵指数逼近问题

进行分析讨论。这里的逼近不同于经典的逼近方

法，它要求矩阵属于某个李代数 !"!"（#，$）%全体 #
阶复矩阵李代数，而相应的指数、指数逼近属于李代

数对应的李群 &"&’（#，$）%全体 # 阶可逆复矩阵

群，所以理论上难度更大。

A 理论背景

先简要介绍李理论与微分流形的一些基本概

念，详细内容可参考文献［"］。一般地，设任意 (#
)（*）是流形 * 上向量场，( K *$+* L%,#* +,*，

这里 (（,）#+,*（ , 点的切空间），( 在点 ,#* 的

积分曲线是指映射 -：!$*，-（#）L ,#*，并且

M
M. - L (（-），-（#）L ,#*，等 价 于 (（ -）# +-*，

-#*。

定义 A! 流形 * 上的微分方程，是指满足下列

条件的方程

-/ L (（-），.&#，-（#）L ,#* （A）

其中 (#)（*），( 的流是指映射 !(，.：*$*，使得

对 ’.#!，-（ .）L !(，.（-（#））L !(，.（0）

是微分方程（A）保持在 * 上的解，并称微分方程

（A）在 * 上变化，有
M!(，.（-）

M. N . L # L (（-）。

经典的数值方法直接应用到（A）式常常会产生

漂移。

为了便于应用，很多时侯需假设有下列流形上

微分方程的一般表示方法［"］。

假设! 设 -/ L (（ .，-）设是 * 上的方程（一般情

形），存在李代数 !，函数 1：! O*$!，李作用 "：! O
*$*，李代数同态映射 "!：!$)（*），使对 -（ .）#
* 有

-/ L（"! 1（ .，-））（-），-（#）L , （"）

而 "!（)）（-）L M
M."（ .)，-）N . L #。

设 & 是李群，! 是 & 的李代数，:PQ：!$& 定义

映射使 :PQ（2）L(
R

3 L #

23

3！#&，称为指数映射。关于李

群、李代数的伴随映射 DM 与 /M 有关系
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!"!（"）#［!，"］，$"%&’（!）# %&’（!"!）

$"#（!）#$ 成立，##%，!、"#$ 等等［(］。

定义 () 设 !（ &）#$，定义 "%&’：$ * $$$ ，满足

"
"&%&’（!（ &））# "%&’!（ &）!’（ &）·%&’（!（ &））

称 " 为指数映射 %&’ 的微分，"%&’ 为指数映射 %&’
的右平凡化，显然有

"%&’! #
%&’（!(!）+ )

!(!

由
*+ + ,
+ # , - ,

(！
+ - ⋯ - ,

（ , - ,）！
+, - ⋯得

"%&’!（"）# " - ,
(！

［!，"］- ,
.！

［!，［!，"］］-

⋯ - ,
（ , - ,）！

［!，［!，［⋯［!，"］⋯］］］- ⋯

显然 "%&’ +,
! #

!(!

%&’（!(!）+ )，设
+

*+ + ,
#(

/

, # ,

-,

,！+,，

-, 是 0%1234556 数，所以

"%&’ +,
! （"）# " + ,

(［!，"］-

,
,(［!，［!，"］］- ⋯ #(

/

, # 7

-,

,！!(
,
!（"）

一般地，对于光滑函数 !：$$%，定义 (!：$ * $
$$，满足

"
"&!（!（ &））# "!!（ &）（!’（ &））!（!（ &））

定理 ,) 设 .（ &）使得

%&’.（ &）# %&’（ &!）!%&’（ &"）

则 .’（ &）# "%&’ +,
.（ &）（!），7)&),，.（7）# "

特别地，若

/’ # 0（ &，/）/，&&7，/（7）#% #1
且 0：! - * %$$，设此方程的解为

/ # %&’（"（ &））/（7），’&，"（ &）#$
且满足

"’（ &）# 0 - ,
( - ,

,(［0，"］，"］+

,
8(7［［［［0，"］，"］，"］，"］- ⋯，"（7）# 7（.）

则（.）式（也可截段求解）可用通常的数值方法在线

性空间 $ 里求解，且对任一近似解 "2#$，有 / #
%&’（"2）/（7）#%，即将流形上的方程转化为线性空

间里的方程，并再利用经典数值方法求解，这种方法

就是一种李群方法。由此可见指数逼近计算是李群

方法的关键。

( 逼近计算方法

由于大多数李群方法需计算矩阵指数，而一般

矩阵指数逼近本质上较简单，如数值分析里的有理

逼近，91:53; 子空间法，<=>41 分解法等等。但这里

的逼近是指李代数 $ 到它对应的李群 % 里的指数逼

近，这样的限制，使得逼近不同于一般的矩阵指数逼

近方法，人们发现虽然有的经典方法能够借助，但多

数方法逼近不稳定。因此，这里的指数逼近难度更

大一些。虽然关于低维代数，如二维、三维代数，矩

阵指数计算也有精确的公式，但这些只是例外情形。

下面主要就目前几种较为流行的方法进行分析讨

论。

(3 , 分裂方法

分裂方法，较早用于构造辛方法，如 ,??7 年，

@A B3C>6"!［.］，冯康等人 ,??D 年证明了李代数45（6）

到李群 78（6）的解析映射（ 零对应于单位阵）只能

是指数映射［E］。这里的方法主要思想就是将矩阵分

裂成其它便于计算的矩阵指数。设有 9 阶矩阵 -#

$，- #(
:

, # ,
-, 且有

,）-,#$，, # ,，(，⋯，:；

(）每个 %&’（ &-,）易于计算，如低秩 -,；

.）上面指数乘积是廉价的。

如有一阶逼近

%&’（ &-）*;（ &-）# %&’（ &-,）⋯%&’（ &-:）

若用 ; # %&’ ,
( &#( ): ⋯ %&’ ,

( &#( ),

%&’ ,
( &#( )( ⋯%&’ ,

( &#( ):（<F1!2G 方法）

合成算法

;（$< &）⋯ ;（$, &）;（$7 &）;（$, &）⋯ ;（$< &）
当 < # ( 5 + , + , 时，人们猜想阶为 (5，但目前还未解

决。若想得到高阶的逼近，一般得用多于 : 个的满

足以上条件的指数积。对这类方法，人们利用了很

多技术、技巧，如 B3C>6"! 技术等，得到了许多不同

阶、不同计算成本与特性（ 如对称算法）的逼近，并

且还在不断地发展。这类方法若不看它的几何优

点，就计算成本来讲，它能与一些经典方法竞争。可

以说这类方法是矩阵指数逼近中研究内容最为丰

富，颇具竞争力的方法。并对其它方法的实现也产

生重要作用。

(3 ( 第二类正则坐标法

这类方法首先考虑李代数 $ 的固定的基 *,，*(，
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⋯，!"，# 对应于李群 $。设 % 是 # 里的 ! 的邻域

"#$%"$，& % +
"

’ % &
&’!’，在 &’’( 年，)"**"+,-. 和 /0"1*"0

等人首先使用所谓的第二类标准坐标逼近指数［2］，

若选取所有 &’ % !’（ (）适当，可得好的逼近，但如何

构造 !&（ (），⋯，!"（ (）是一个难题，目前即使对 )*（3，

!）也未解决。其后，451"- 和 67189.-0"-（&’’’ 年）

使用李代数表示理论［:］，用可容许有序基得到了好

的逼近算法，并发现 )9";7**"< 基是这样的基。但目

前这类方法只在复半单李代数里用表示理论找到了

这样的基，关于实李代数目前还是一个公开的问题，

即使是考虑实斜对称 + = + 矩阵代数 ,*（ 或 -*，），

+ % 3* > &（或 3*），也是一个有趣的公开问题。

3. ? 广义极坐标分解方法

在线性代数中，任何 / = / 矩阵 0 可分解为酉

矩阵 0 和 @"1A.8.7- 半正定矩阵的积，若 0 可逆，则

得到所谓的矩阵的极分解。在李理论里，利用微分

几何中对称空间与李三系理论［B］，人们找到了所谓

的矩阵的广义极坐标分解方法。&’’C 年 D750,-［(］

证明了在李群里极分解的存在性和唯一性。

设 $"$1（!，+）是对应于李代数 # 的李群，",
’" 是 $ 的对合自同构，由对合自同构 ",’"，可诱导

# 上面的对合自同构 ""（2）% +
+( E ( % !"（"#$（ (2）），

则有 # % 3-!，这里 ! %｛2##；""（2）% 2｝是 # 的

子代数，3 %｛2##；""（2）% F 2｝是一李三系。对

’4#$临近 $ 的单位元的元素，则所谓的 4 的广义

极分解，是指对充分小的 (，有元素

4 % "#$（ (2）#$，2 % 5 > 6
是 # % 3-! 里的分解，并且有 ""（5）% 5，""（6）%
F 6，则有分解 4 % 7·8，其中

7 % "#$（9（ (））#$" %｛:#$；"（:）% : F &｝

$" 关于运算 7·8 % 78 F &7 构成对称空间，

8 % "#$（;（ (））#$" %｛:#$；"（:）% :｝

是 $ 的子群。3!!! 年，@G 6H-89"IJ770 等人用不同

于 D750,- 的方法也证明了这样的分解的存在和局

部唯一，但全局唯一性问题目前还没很好解决［’］。

设 "& % "，"3，⋯，"< 是 $ 上的对合自同构，则

# % 3&- !&，由 于 !& 是 # 的 子 代 数，所 以 归 纳 有

# % 3&-33-⋯- 3<-!<，相应地有

"#$（ (2）*"#$（9［&］（ (））"#$（;［&］（ (）），⋯

"#$（ (2）*
"#$（9［&］（ (））⋯"#$（9［<］（ (））"#$（;［<］（ (））

一般称这样的分解为广义极坐标分解，还可构

造对称形式与镜像形式。3!!& 年，KG L7--7 对此类

方法进行了详细的误差分析［&!］。

关于算法实现问题，MG J1,N087+ 等人基于分裂

技术提出了具有一般性的有效方法［&&］，这类方法，

关于典型群计算复杂度是 =（+?）。3!!2 年，KG /0"1*"
等人采用上 @"00"-O"1N 型与去上（$""*IH$）技术结

合对诸如正交群、辛群、D,1"-P 群、迷向群和纯量群

等较好地实现，但稳定性有待研究，对其它群也有待

推广［&3］。人们将矩阵指数的对称的 QR) 与非对称

的 QR) 作用到向量 &#!- 得出对称方法有较好的

结果，而作用到矩阵 ,#>+ = +则非对称方法较廉价，

但若方程关于时间对称，则人们偏好用对称逼近方

法。当前线性代数中矩阵极分解技术及其它技术推

广到一般李群情形是人们继续研究的课题［&?I&B］。

? 结论

本文分析讨论了在李群与李代数里的矩阵指数

逼近计算，人们利用换位元技术也可得到高阶逼近，

而由矩阵指数导出的平凡化切及它的逆的逼近也是

重要的研究课题。从目前研究趋势看，选用线性代

数技术是人们自然的选择，但是利用李理论的结构

及表示理论研究矩阵指数逼近计算，尤其是对称空

间理论与李三系理论应用到指数映射等的逼近，将

是未来研究的重点［&3I&B］。
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