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四阶抛物型方程子域精细积分紧致差分格式
!

刘利斌，刘焕文，余锦鸿
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摘! 要：首先给出了四阶导数的紧致差分公式，然后应用子域精细积分的方法，本文构造出了一个求解四阶抛物型
方程周期初值问题的含参数 !（# ! ! ! ! ""）的紧致格式，所得到的差分格式为五点、两层的隐格式。B,’-5:-分析方
法表明该格式为无条件稳定，其局部截断误差为 #（!（""）" $ !"（""）+ $（"%）C），其中 ""，"%分别为时间步长和空间
步长，误差分析和数值实验均表明，本文构造的格式比经典的 1-/.DE65>2,(;,.格式和 =/’(F:9构造的格式精度要高
阶 G# &+ ’ G# &C。从精度及稳定性方面考虑，本文构造的格式也较好，因此，本文的差分格式是有效的，具有很好的实

用性。
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! ! 本文考虑如下四阶抛物型方程周期初值问题
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近几年来，对高阶抛物型方程和方程组的研究不断

增多。=/’(F :9在文献［G］提出了一类含权因子 !的
两层差分格式，当 ! ) #时为显式格式，其稳定性条

件为 - ! G
"".&G；文献［"］构造了一族三层（特殊情

况下为两层）、含双参数、绝对稳定、高精度、五对角

线型的隐式差分格式，其局部截断误差为

#（（""）" $（"%）A）
""，"%分别为时间及空间步长；随后，文献［+］构造了
若干高稳定性的两层显式差分格式和无条件稳定的

两层半显式格式及三层格式，但这些格式的精度都

很低，其局部截断误差阶仅为 #（（""）$（"%）"）或
#（（""）" $（"%）"）；文献［C］构造了若干恒稳定的隐
式差分格式，但是其精度太低，截断误差阶最高

#（""）" $（"%）" $ #( )/[ ]"
，文献［*］格式的局部截

断误差阶分别为

#（（""）" $（"%）A）

及 #（（""）" $（""）（"%）" $（"%）A）

其中显式差分格式的稳定性条件为 - ! G
"".&G。

钟万勰于GJJ*年提出子域精细积分方法［A0$］来
求解偏微分方程，随后，赖永星［J0G#］等提出了多点子

域积分的方法。本文主要针对四阶抛物型方程（G）
的周期初值问题，将构造出一个两层的恒稳定的紧

致 1-/.DE65>2,(;,. 差分格式，其截断误差阶为
#（!（""）" $ !"（""）+ $（"%）C）。该格式的系数矩阵
为严格对角占优的矩阵，可用平方根法［GG］求解。数

值实验表明，本文所提出的格式是有效的，具有高

精度的，理论分析与实际计算相吻合。

G 子域精细积分紧致 1-/.DE65>,(;,.差
分格式

G1 G 紧致差分公式的推导［G"］

设 ""为时间步长，"% ) + 2 3为空间步长，(4
5 表

示在节点（ 5"%，4""）处的网函数值，方程（G）的解函
数为 (（%，"），记 (（ 5"%，4""）) (（ 5，4）。
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其中!"，#"与 !"依次为关于 "的一阶偏微分算子，位
移算子与一阶中心差分算子，下面建立中心差分算子

!" 和微分算子 !" 的关系式。由 !"#$%&展开，可得
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代替（,）式前两项，于是可得

到如下紧致差分公式
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’. ( 子域精细积分紧致 4&"56789:;%$<%5差分格式的
构造

令 / ’ ) !-$
!"-，首先引入一个附加项 #$0（这里

# 1 0 是参数），加到方程（’）第一式的两端，得
=$0

=2 ( #$0 ’ 3 （.）

其中 3 ’ / ( #$0。如果令 3为某一个常数，则利用常
数变易法可解得方程（.）的通解
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其中 4是任意常数。由条件 $0（ 2&）’ $&
0，确定该常数

4，并将 2 ’ 2&(’ 代入（1）式，经整理可得如下方程
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考虑方程（’）在 & ( ’ 时刻的值，由（-）式可取

3 ’ ) ’
（""）-

!-"

’ ( ’
1 !("
（$&(’

0 ( $&
0）( #$&(’

0 （3）

其中 !-" $0 ’ $0(( ) -$0(’ ( 1$0 ) -$0)’ ( $0)(。

将 3代入（2）式，经整理得
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其中 $ ’ ’ ) 5
(#5（""）-

1 0，0 ’ 0，’，(，⋯，6 ) ’。

根据周期边界条件，上式可写成
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虽然本文格式（(）为隐式格式，但是其系数矩

阵是严格对角占优的，很容易用平方根法［)］求解。

根据稳定性分析的 *+,-./- 方法对格式（(）进
行稳定性分析，令 ’(

- " !(/,-"，将上式代入（(）式经
计算整理得增长因子

! "

$
" 0+1" % !
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$
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" % %#（$ # 0+1"）!

很显然 ! "$恒成立，所以隐格式（(）对任意参数

$ . & 是无条件稳定的。
此外，利用 ’234+- 展开式容易求得格式（(）的

在结点（/-，0(）处的局部截断误差为

1（$（%0）! % $!（%0）" %（%/）%）

! 数值例子

考虑如下四阶抛物型方程周期初值问题
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其精确解为

’（/，0）" / #01.6/

取 %/ " "
"!，$ " $

! ，$，!，%0 " $（%/）%，利用本文格式

（(）计算到 ( " 7&&，并与同类差分格式进行比较，
其结果如表 $ 和表 ! 。

表 $8 本文格式（(）与 9-26:;<.0=+41+6格式、文献［$］格式的
误差比较（( > 7&&）

格式 $
/

7" ? "! !!" ? "! "(" ? "! 7#" ? "!

$ ? ! &@ )7#A;( %@ $!(A;( !@ 7BBA;( "@ $7!A;(

格式（(） $ $@ %"BA;( )@ $7%A;( 7@ $!(A;( 7@ #"BA;(

! &@ %%$A;) !@ ("!A;) $@ ))(A;) $@ )!$A;)

$ ? ! $@ &!"A;7 "@ &%#A;7 !@ "$$A;7 !@ $"%A;7

9-26:;<.0=+41+6格式 $ $@ B""A;7 #@ &$!A;7 %@ 7)!A;7 "@ B7BA;7

! !@ )!)A;7 $@ $%7A;% )@ )7#A;7 #@ "!#A;7

文献［$］格式
$ ? ! $@ B$BA;7 "@ &!(A;7 !@ "$$A;7 !@ 7B)A;7

! #@ %&#A;7 $@ $"&A;% )@ #!$A;7 (@ #$&A;7

表 !8 本文格式（(）和文献［7］格式的误差比较（( > 7&&）

格式 $ &，/ 7" 4 "! !!" 4 "! "(" 4 "! 7#" 4 "!

文献［7］
格式

格式（(）
$ ? )

;# !@ &&7A;B B@ #)(A;B (@ B$)A;B %@ 7&)A;B

C " 7@ #&7A D" $@ )""A D% $@ B)7 D % B@ &&! D "

" 结果与讨论
$）从以上分析可知，文献［$］格式和文献［7］
中的三层显示格式的局部截断误差分别为

1（（%0）! %（%/）!）
和 1（（%0）! %（%0）（%/）! %（%/）#）
而本文格式（(）的局部截断误差为

1（$（%0）! % $!（%0）" %（%/）%）
显然，本文格式（(）的精度比文献［$］格式高，

表 $ 中的数值结果也验证了此结论，从表 ! 看出，文
献［7］的格式（ $ " $ 4 )）的精度比本文格式（(）（ $ "
!）的精度还要低。

!）从表 $中的结果可以得出，本文所构造的格
式（(）比经典的 9-26:;<.0+41+6格式和文献［$］格式
精度要高 $& #" 5 $& #% 阶，数值结果与理论相符合。
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!）文献［"］中的格式是含有多个参数的三层隐
格式，在计算实际问题时，必须用其他方法计算出第

二层上的函数值，不利于实际问题的计算，且文献

［"］中的三层显式格式稳定的充分条件是
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显然，从（##）式可看出，文献［"］中的三层显示格
式的稳定性要求太严格，从表 $ 知，当 ! & # ( *，! &
$ ! 时，文献［"］中的三层格式就不稳定。而本文的
格式具有很高的数值精度，且格式为无条件稳定的

两层隐格式，其系数矩阵为严格对角占优矩阵，可用

平方根法进行求解。可见，本文的格式具有很高的实

用价值。
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