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拟线性抛物型方程边值问题时间周期解
!
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摘 ! 要：研究一类拟线性抛物型方程的边值问题
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# C ) " ) * }C 。 首 先 引 入 时 间 周 期 的 DE(F:- 连 续 函 数 空 间 +,
"*#（!） 和 函 数 -（$，"，.） %

&（$，"，.）#（! # /），! ) /
&（$，"，.），/# !# 0
&（$，"，.）#（! # 0），
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，在已知函数的某些假设条件下，利用上下解方法和 G:-/)H=>2/’F:- 不动点定理证明了边

值问题
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有满足 0（$）# !（$，"）# 0（$）的时间周期解 !（$，"）" +,
"*#（!）。由函数

- 的定义推断出所研究的边值问题时间周期解的存在性。
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B 预备知识及结论

关于偏微分方程定解问题时间周期解的研究具

有重要的实际意义，不少学者在这方面做了许多工

作，如文献［B2%］。本文讨论一类拟线性抛物型方程

的边值问题
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的周期解。其中 &（$，"，.），"B（ "），""（ "）都是关于时

间变量 " 的周期为 , 的周期函数（, 1 #），称之为 ,2
周期函数；且

! % ｛（$，"）( # ) $ ) ’，# C ) " ) * C ｝。

假设 3" !"，记 +"*#（3）（# ) # ) B 是 DE(F:-
指数）为 3 上 DE(F:- 连续函数 !（$，"）的全体，易知

+"*#（3） 是 M/./>2 空 间［$］。 记 +,
"*#（3） 表 示

+"*#（3）中 ,2周 期 函 数 的 集 合，则 +,
"*#（3）是

+"*#（3）的子空间。

为了需要，首先引入文献［L］中关于常微分方

程下解和上解的概念。

! ! 定义 ! 设有微分方程

45 * &（$，4，46）% # （+）

如果存在函数 /（$），0（$）" +"［7，8］，使得

/5（$）* &（$，/（$），/6（$））$ # （A）

及 05（$）* &（$，0（$），06（$））# # （*）

那么称 /（$），0（$）分别是方程（+）在［7，8］上的一

个下解和上解。

引理 B! 设 9（$）"+［7，8］，且方程 45 * 9（$）4 %
# 在［7，8］上有一个正的上解，则对任意小的正数 $，方

程 45 *［9（$）* $］4 % # 在［7，8］必有正值解。

证明 ! 对于任何 $B，$"（7# $B ) $"# 8），考虑

边值问题 ! ! ! ! 45 * 9（$）4 % # （J）

4（$B）% 4（$"）% # （%{
）

易证（J）、（%）式只有零解。事实上，设 %4（$）是（J）、

（%）式的一个非零解，不失一般性设%4（$）&#。假定

0（$）是（J）式的一个正上解，那么对任何 +B 1 #，

+B 0（$）也是（J）式的一个正上解。适当选择+B，使得

+B 0（$）$ %4（$）（$"［$B，$"］），且对某个 $# "（$B，

$"）有 +B 0（$#）$ %4（$#），+B 06（$#）$ %46（$#）

得到（J）式的一个上解 +B 0（$）和一个下解 %4（$），且
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有 !! "（#"）$ %%（#"）& #
再选择常数 !"，使%%（#"）’ !" ’ !! "（#"），则由文献

［$］的结论知方程（%）有解 ’%（#）且满足

%%（#）# ’%（#）# !! "（#），#"［##，#"］

’%(（##）& %%(（##）

这与常微分方程初值问题解的唯一性矛盾。于是对

任何常数 !，"，方程（%）满足边界条件

%（)）& !，%（*）& "
的边值问题有与 !，" 有关的唯一解 %（#，!，"）。如果

!，" $ #，由前面的证明知，%（#，!，"）$ #。根据常微

分方程边值问题解的连续依赖性，

%+ ,［-（#）, #］% & #
必有一个正值解。 证毕

以 . 表示在区域 $ 上连续且对 # 具有连续偏导

数的 /0周期函数 1（#，2）的集合，定义范数

(1( & &’(
［#，3］4［#，/］

1 , &’(
［#，3］4［#，/］
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显然 . 是 )’*’+, 空间。记

-!（#，5）& &-*
2"［#，/］

. 6（#，2，5）

-"（#，5）& &’(
2"［#，/］

. 6（#，2，5）

对边值问题（!）、（"）假设如下。

!）6（#，2，5）在$上是指数为%的一致/01234连

续函数，且对 #，5 是 /01234 连续的，对 2 是一致的。

"） 当 1（#，2） # 7（7 为 常 数 ） 时，

6（#，2，5）# !（ 5 ），其中 !（ 5 ）是 5 的非减正

值函数，且当 5 ), 5 时，!（ 5 ）是 5" 的高阶无

穷小。

6）存 在 &（#，2）" !/
",%（$），有 &（#，2） &

’!（ 2），&（ 3，2）& ’"（ 2）。

7）常微分方程%+ ,-!（#，%(）& # 及 %+ , -"（#，%(）&
# 分 别 有 下 解 8（#）和 上 解 "（#）且 满 足 8（#） ’
"（#）（# "［#，3］），8（#）# ’!（ 2）# "（#），8（ 3）#
’"（ 2）# "（ 3）（ 2"［#，/］）。

于是有下面的结论。

定理 . 如果条件 !）9 7）成立，则定解问题

（!）、（"）有解 1（#，2）" !/
",%（$），且满足

8（#）# 1（#，2）# "（#），（#，2）" $

" 边值问题的时间周期解

引入函数

:（#，2，5）&
6（#，2，5）9（1 9 8），1 ’ 8
6（#，2，5），8# 1# "
6（#，2，5）9（1 9 "），

{
1 $ "

（8）

考虑拟线性抛物型方程的边值问题
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如果能够证明（$）、（"）式有满足 8（#）# 1（#，2）#
"（#）的 /0 周期解 1（#，2）" !/

",%（$），则由 : 的定义

知定理结论得以证明。用两个引理完成定理的证明，

首先有引理 "。

引理". 定解问题（$）、（"）的/0周期解 1（#，2）
如果存在，则必有

8（#）# 1（#，2）# "（#），（#，2）" $
证明 . 记 . :!（#，5）& &-*

2"［#，/］
:（#，2，5）

:"（#，5）& &’(
2"［#，/］

:（#，2，5）

由条件 7），8（#）和 "（#）分别是常 微 分 方 程 %+ ,
:!（#，%(）& # 和 %+ , :"（#，%(）& # 的下解和上解。

再令
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则 ;（#，1）是［#，3］4（ 9 5 ，, 5 ）上的连续函数，

且对 # 和 1 是 /01234 连续的（指数为 %）。取一参数

(（# # (# !），构成拟线性抛物型方程族的边值问

题
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可以断言，（!!）、（"）式的任何 /0 周期解 1（#，2）必

满足不等式

8（#）# 1（#，2）# "（#），（#，2）" $ （!"）

事实上，为证（!"）式的右方不等式，只需证

<（#，2）& 1（#，2）9 "（#）# #，（#，2）" $
用反证方法，如若不然，由假设7）知，<（#，2）必

在 $的内点 7#（##，2#）取得正的最大值，于是有
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注意到 "+（#）, :"（#，%(）## 及函数 ;（#，1）的表示

式（!#）式，则得到
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!!（""，#$（""））# !!（""，%"，
!&（""，%"）

!"
）’

（# ( !）)（""，&（""，%"））(
［!!!（""，#*（""））’（# ( !）)（""，#（""））］+

(［&（""，%"）( #（""）］+ ( ,（""，%"）- "
矛盾。同理可得（#!）式的左端不等式成立。特别地，

当 ! + # 时就是需要的结论。

设 .（"，%）是函数空间 / 中的一已知函数，考察

线性抛物型方程的边值问题

$ $ $
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( !!&
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）’
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由 /) / 定义积分算子

2（.，!）+ .!（"，%） （#&）

这里

.!（"，%）+ &"（"，%）’ *
%

(’ *
1

"
3（"，%；$，%）［!!（$，%，

!.（$，%）

!"
）’（# ( !）)（$，.（$，%））］($(% （#)）

其中是 3（"，%；$，%）是
!&
!%

( !!&
!"!

+ " 的 *+,,- 函数，

&"（"，%）是方程
!&
!%

( !!&
!"!

+ " 满足边界条件（!）的唯

一解。根据文献［#"］知，.!（"，%）是线性抛物方程定

解问题（#%）、（!）的唯一 45 周期解，且 .!（"，%）"
64

!’&（"）。 证毕

引理 %$ 由（#&）式定义的积分算子 2（.，!）有

不动点 2（.，#）+ .（"，%）。

$ $ 证明 $ 注意到 2（.，!）对任何 .（"，%）" /，当

" # !## 时都有定义，且对固定的 !"［"，#］是连

续的。首先证明2（.，!）+ .!（"，%）的所有解.!（"，%）
关于 / 的范数是有界的。事实上，令

7 + ./0
""［"，1］

（ 8（"）， #（"））

由引理 ! 知
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为了说明
!.!
!"

是有界的，将 .!（"，%）表示成以下形式
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其中 ’ 9 " 为常数。（#2）式两边对 " 求导数得
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取 7# + ./0
"

!.!
!"

，7! + ./0
"

!&"

!"

7% + ./0
""［"，1］

（ 8*（"）， #*（"））

由不等式（#1）及假设条件 !）可以得到

)（"，.（"，%））# (（7%）

其中，当 7% )’ ’ 时，(（7%）是 7!
% 的高阶无穷小。

如果 7# # 7%，则 7% 就是
!.!
!"

的界，不妨设 7# 9 7%，

由假设 !）知 (（7%）- (（7#），且

7# # 7! ’ (（7#）*
%
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利用 *+,,- 函数 3（"，%；$，%）的表达式可知，当 " -

% ( %# ’ 时，有 $ $ *
#

"

!3
!"

($# 6
% (! %

这里的 6 是与 %，%，’ 及 1 无关的常数。从而有

7# # 7! ’ !6(（7#）!’ ’ 67

!’

如果选取 ’# 7
(（7#）

，由上式得到

7!
#

(（7#）
#

7!
!

(（7#）
’ !& !67!

7
(（7#! ）

’ 36!7（#3）

注意到（#3）式的右端是 7# 的减函数，所以

!.!
!"

必有一个先验界 :，因此 .!（"，%）关于 / 的范

数是有界的。

其次，证明 2（.，"）+ ."（"，%）在 / 中的解."（"，%）
存在且唯一。."（"，%）的存在性是显然的［##］。为证唯

一性，只须证明以下定解问题只有零解

$

!&
!%

( !!&
!"!

+ &
# ( 8［!!（"，#*）( !#（"，8*）］

（"，%）" " （#4）

&（"，%）+ &（ 1，%）+ "$ $ $ $ $ $ $ $ （!"
{

）

因为［ #$（"）’ !!（"，#*）］(［ 8$（"）’ !#（"，8*）］#"，

所以常微分方程 ;$ ’ ;
# ( 8［!!（"，#*）( !#（"，8*）］+

" 有正的上解 ;（"）+ #（"）( 8（"）。由引理 # 知对任

意 ) 9 "，方程

;$ ’ #
# ( 8［!!（"，#*）( !#（"，8*）］’{ }) ; + "
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必有正值解 %!（"）。记

+#（"，$）% %!（"）!& !
" $，（"，$）" "

则有
!+#
!$

& !"+#
!""

’
+#

( & )［*"（"，(+）& *#（"，)+）］

又因 $%&
$)&’
+#（"，$）% , ’，故问题（#(）、（")）的任何

解必以 +#（"，$）为界［#"］。但 $%&
$),’
+#（"，$） % )，可 见

（#(）、（")）式的解在 "上不会大于零。同理（#(）、

（")）式的解在 "上不会小于零，则只有零解。

最后易知，-（.，#）是全连续算子，且对 任 何

.（"，$）" /，-（.，#）关于 # 是一致连续的。所以

*!+,-./01,23!+ 不动点定理［4］条件满足，因此，-（.，#）

有不动点 -（.，#）% .（"，$）。 证毕

综合引理 " 和引理 5，本文的结论即定理得到证

明。
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